

I. BIBLIOIECA 




. •_ r 



zed by Google 




Digitized by Googli 


Digitized by Google 



FORTGESETZTE 


GEODÄTISCHE UNTERSUCHUNGEN 


BESTEHEND 

IN ZEHN SUPPLEMENTEN 

zur abhandlum: 

VOX DER METHODE '•> 

■'* ' DI / I 

,,ER *H**o£t y 

KLEINSTEN QUADRATE IM ALLGEMEINEN 

UNI) 

IIIKKli ANWKNDI NC AUF l)IK GKOIUSIK. 

VON 



K\\ A. HANSEN, 

.MITtiLIKI» 1»KK KÖNItib. SACHS. tiKSKLLSCHAFT HF.K WISSKN8CHAFTBN. 



V 

/ 


I)ch IX. Hundes der Abhandlungen der mathematisch - physischen Olasse der Konigl. 
Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 


X» I. 


Leipzig 

% 

»EI S. HI KZ EL. 
I N(jS 


Digilized by Google 



Vom Verfasser übergeben den 19. April 18t>8. 
Der Abdruck vollendet den 15. Aiign*t 18(58 



\ 


\ 


Digitized byt< Google 



FORTGESETZTE 


GEODÄTISCHE UNTERSUCHUNGEN 


BESTEHEND 

IN ZEHN SUPPLEMENTEN 
ZUR ABHANDLUNG 

VON DER METHODE 

DER 

KLEINSTEN QUADRATE IM ALLGEMEINEN 


IN IHRER ANWENDUNG AUF DIE GEODÄSIE. 


I». A. HANSEN. 


Ahluiiall. i). Ii. S. UriflUrli. li. Wis<rn<u-Ii. XIV. 


Digitized by Google 



INHALT. 

Seile 

Stippl , I , Reflexionen über die Anlage und die Ausführung eines Drciecksnety.es. 3 

Suppl, i . Von der Bestimmung des initiieren Fehlers der nackten Beobachtungen. üil 

Suppl. 3 . Ableitung einer bisher unbekannten Bedingnngsgleichung , <lic im 

zweiten Theilc der Ausgleichung eines Drciecksncl7.es statt findet. Sü 

Suppl . 4 . Von der Behandlung etwa vorhandener, überzähligen Richtungen. ÜA 

Suppl. 5 . Entwickelung eines besonderen Falles, in welchem die für die Aus- 
gleichungen auf den Stationen aufzulbsendrn Gleichungen sieh in 
zwei oder mehrere , von einander völlig unabhängige Systeme 
zerlegen lassen Lü 2 

Suppl. 6. Ableitung der ficdingtingsgleichungen in besonderen Füllen, mit Bei- 
behaltung der im Vorhergehenden stets angewandten Form derselben. 1 53 

Suppl, 7 . Berichtigung eines in der Abhandlung vorkommenden kleinen Mi^gritfs. I Ci 

Suppl. 8 . Berechnung der f[r,I) t , etc, und der (l,M , etc, ohne Zuziehung der 

g[r,l) t , etc. . , LfiA 

Suppl. tL Die mit a, y etc, nebst angehüngten Striehen bezeiehneten Grössen 

betrcHend iHii 

Suppl. I 0. Das Beobachtungsverfahren betreffend, welches Gauss in der Hanno- 
verschen Gradmessung angewandt hat ( G9 


Digitized by Google 


Digitized by Googl 


Sappl. 1. Reflexionen über die Anlage und die 
Ansführnng eines Dreiecksnetzes. 

§ t. Allgemeine Belm c li t u n ge n. 

1 . 

In früherer Zeit, wo die Ausglcichungstheorie unbekannt war, 
und man die Dreiecke, aus welchen ein Dreiecksnetz besteht, gemei- 
niglich Idos an einander reihte, war cs strenge, und der damaligen 
Sachlage vollkommen angemessene Vorschrift, dass in jedem Dreieck 
alle drei Winkel beobachtet werden mussten. Die Summe der aus den 
Beobachtungen hervorgehenden Werthe der Winkel eines Dreiecks war 
damals die einzige Controle, die man sich in Bezug auf die Ausführung 
der Beobachtungen verschaffen konnte, und die gleich massige Verlhei- 
lung des Unterschiedes zwischen dem Betrage dieser Summe und dem 
theoretischen Werthe derselben auf alle drei Winkel die einzige Aus- 
gleichung, die man kannte. 

ln Bezug auf die Grösse der Winkel der Dreiecke schrieb man ein 
Minimum vor, welches nicht überschritten werden durfte, inan verordnete 
z. B. dass, ohne Ausnahmen zu gestatten, in keinem Dreiecke Winkel 
Vorkommen dürften, die kleiner wie 24" waren, welche Zahl man hie 
und da auch auf 30" erhöht hat. In dieser Beziehung ist man zu weil 
gegangen, denn es lasst sich beweisen, dass unter Umstanden auch in 
an einander gereihten Dreiecken die kleinsten Winkel zulässig sind, 
indem sie auf die Genauigkeit der daraus folgenden Dreiecksseilen nicht 
den geringsten nachlheiligen Einfluss ausühen ; dieses wird weiter unten 
bewiesen werden. 

Auch die erlaubte Grösse des Unterschiedes zwischen der beob- 
achteten Summe der Winkel der Dreiecke und dem theoretischen Werthe 
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derselben bestimmte man. Es ist dieses freilich in gewissem Sinne eine 
Bestimmung der erlaubten Gränze des mittleren Fehlers der Beobach- 
tungen an sich , aber eine sehr mangelhafte und unvollkommene. Es 
hisst sich indess nichts dagegen sagen , da sie in einer Zeit getroffen 
wurde, in welcher die Bestimmung des mittleren Fehlers der Beobach- 
tungen entweder unbekannt, oder doch nur Wenigen bekannt war. 

Man bestimmte ferner die erlaubte Fehlergränze der Dreieckssi'iten, 
die man, ohne auf die Lage dieser Seiten im Netze Rücksicht zu nehmen, 
durch eine unveränderliche Verhältnisszahl ausdruckte. Man hat z. B. 
verordnet , dass in den Dreiecken erster Ordnung diese Fehlergränze 
i Wicht der Länge der Dreiecksseiten nicht Übersteigen dürfe. Wie 
man grade auf diese Zahl gekommen ist, lässt sich schwer einseben, du 
man in jener Zeit keine Hillfsmiltcl bcsass, den mittleren Fehler eines 
durch geodätische Operationen erlangten Resultats berechnen zu können. 
Aber abgesehen davon, ist jede derartige Bestimmung unhaltbar, denn 
davon konnte man sich doch wohl in jener Zeit schon Überzeugen, dass 
die mittleren Fehler der Dreiecksseiten, von der gemessenen Grundlinie 
an , sich immer mehr und mehr vergrössern müssen , je grösser die 
Anzahl der Dreiecke ist, die zwischen der Grundlinie und der betreffen- 
den Dreiecksseite liegen. Man gab hiemil eine Fehlergränze an. die 
wenn sie auch für Dreiecksseiten, die in der Nähe der Grundlinie liegen, 
eingehalten werden konnte, bei Dreiecksseiten, die von dieser sehr 
entfernt liegen, gewiss nie hat eingehalten werden können. Wenn man 
solche Dreiecksseiten aufweisen können sollte, die um weniger, wie die 
oben genannte Zahl, von einander abvveichen, so ist gewiss der Zufall 
zu Hülfe gekommen, und der zufällige Fehler, den die directe Ver- 
gleichung gegeben hat, ist grade weit kleiner gewesen, wie der mittlere. 
Man wird weiter unten die Zunahme der mittleren Fehler der Dreiccks- 
scilen untersucht finden. 

Die Festsetzung einer Fehlergränze der Dreiecksseiten neben der 
der Beobachtungen bildet aber, auch wenn man sie von Dreieck zu 
Dreieck veränderlich annehmen wollte , einen theoretischen Wider- 
spruch. Denn aus den mittleren Fehlern der Winkel allein folgon schon 
in jedem einzelnen Falle die mittleren Fehler der Seiten durch bestimmte 
und unabänderliche . mathematische Relationen. Indem man also beide 
Fehlergränzen im Voraus bestimmte, betrachtete man zwei Fehlerbe- 
stimmungen von einander als unabhängig, die in der That von einander 
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abhängig sind, und konnte somit dom geschicktesten und gewissenhafte- 
sten Trigonometer die Verlegenheit bereiten, dass er, obgleich seine 
Winkelmessungen unter der erlaubten Fehlergränze geblieben waren, 
dennoch die vorgeschriebene Fehlergränze in den Seiten nicht inne halten 
konnte. Es waren noch dazu die Mittel, deren man sich bediente, um 
die Fehler der Seiten zu erkennen sehr unvollkommen und mangelhaft. 
Man verglich die Werthe einer und derselben Dreiecksseite, die aus 
zwei verschiedenen Triangulationen hervorgegangen waren . mit einan- 
der, ohne zu berücksichtigen, welchen Werth jede dieser beiden Bestim- 
mungen hatte. Es ist sogar bei solchen Vergleichungen vorgekommen, 
dass man die eine Bestimmung der Seile stillschweigend als absolut 
richtig betrachtet, und den Unterschied, den die Vergleichung ergab, der 
anderen Bestimmung derselben ausschliesslich zur Last gelegt hat. Es 
lassen sich von solcher Behandlung dieser Sache Fülle anführen. 

2 . 

Seit der Einführung der Ausgleichungstheorie haben sich die vorbe- 
nannten Umstünde sehr geändert , in der Anlage und Ausführung eines 
Dreiecksnetzes ist jetzt ein weit grösserer Spielraum gestattet, und man 
kann sich von dem Erfolge, den man erreicht hat, eine sichere und voll- 
ständige Vorstellung verschaffen. Die Fälle in welchen ein kleiner Winkel 
vermieden werden muss, stehen jetzt viel vereinzelter da, die Noth- 
wendigkeit in jedem Dreiecke alle drei Winkel beobachten zu müssen 
füllt weg, und mau kann daher in Gegenden, wo die Beschaffenheit der 
Erdoberfläche früher der Ausführung eines guten Dreiecksnetzes fast 
unüberwindliche Schwierigkeiten darbot, ein solches mit weit grösserer 
Leichtigkeit herstellcn. Die Ursache davon liegt in dem Umstande, dass 
man eine grössere Anzahl von Bedingungsgleichungen verschiedener 
Gattung in das Dreiecksnetz nicht nur einführen , sondern auf die vor- 
thcilhaftcste Weise benutzen kann*). Die sichere Vorstellung von dem 
Erfolge der Arbeit erlangt man dadurch, dass man sich in den Stand 
gosetzt sieht, die Gewichte und die mittleren Fehler der einzelnen Stücke 


•) Man lint vor der Einführung der Ausglcichungsthooric zwar auch in einzelnen 
hallen die Anlage eines Dreiecksnetzes so ausgeführl, dass cs eine grössere Anzahl von 
Bedingungsgleichungen darhol, wie die, die aus der Summe der Winkel der einzelnen 
Dreiecke hervorgehen , aber machst diese Bedingungsgleichungen nur auf sehr un- 
vollkommene Art zu benutzen verstanden. 
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des Dreiecksnetzes berechnen zu können. Das einzige KriterioD, welches 
die Wissenschaft besitzt, uni die Sicherheit zu bestimmen, mit welcher 
irgend eine Function der Beobachtungen, vermöge der Abhängigkeit 
derselben von den Beobachtungen, durch die letzteren bestimmt wird, 
bietet die Berechnung des Gewichts der Function dar. Der mittlere Fehler 
der Bestimmung dieser Function ergiebt sich hierauf durch die Verbin- 
dung dieses Gewichts mit dem mittleren Fehler der Gattung von Beob- 
achtungen, deren Gewicht der Einheit gleich gesetzt worden ist. 

3 . 

Die Formeln für die Berechnung, sowohl der Gewichte irgend 
welcher bestimmten Function der bei der Messung eines Dreiecksnetzes 
erhaltenen Beobachtungen, wie der mittleren Fehler sind in der Abhand- 
lung abgeleitet und gegeben worden; wir wollen hier die Wirkung der 
Bcdingungsglcichungen des Dreiecksnetzes auf die Gewichte untersuchen. 
Bezeichnen wir irgend ein Gewicht wieder mit P, so ist zufolge der 
Abhandlung 

P= 1 

«— s 

wo R und S Grössen sind, deren jede aus einem Aggregat von Gliedern 
besteht, deren jedes nothwendiger Weise positiv ist. Denn in jedem 
ist der Ztihler ein Quadrat, und der Nenner eine Grösse, die der Natur 
der Sache nach stets positiv ist. Ferner ist R immer von den Bedin- 
gungsglcichungen unabhängig, wahrend S eine Function dieser ist. Die 
Zahl der Glieder, aus welchen N besteht, ist im Allgemeinen der Zahl 
der ßedinguugsgleichungen gleich, es kann sich jedoch ereignen, dass 
von diesen Gliedern Eins oder mehrere gleich Null werden. Ja es 
giebt sogar einzelne besondere Falle, in welchen alle Glieder, und 
folglich auch S selbst, gleich Null werden. Hieraus folgt schon, dass 
das Vorhandensein von Uedingungsgleichungen die Gewichte im Allge- 
meinen immer vergrösserl, denn dem Vorhergehenden zufolge ist immer 
/{>/? — S. Man kann in vielen Füllen die Gewichte auf mehrere Arten 
berechnen, indem sich oft die Gleichungen, von welchen man ausgehen 
muss, auf verschiedene Arten aufstellcn lassen, und dadurch kann der 
Fall eintreten, dass bei diesen verschiedenen Berechnungsarlcn beide 
Grössen R und S verschiedene Wcrthc annehmen , aber die Werthe, 
die sie auuchmcu, sind immer so beschaffen, dass für jede einzelne, 
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bestimmte Function der Werth von fi — S, und folglich auch der von P 
derselbe bleibt. 

Nehmen wir nun an , dass man von den vorhandenen Bedingungs- 
gleichungen Eine weglässt, so besteht die einzige Veränderung, die der 
Ausdruck des Gewichts erleidet, darin, dass das betreffende Glied des 
Ausdrucks von S wegfällt, wenn es nicht ohnehin Null war. Es wird daher 
das Gewicht P der betreffenden Function kleiner, wenigstens nie grösser. 
Im entgegengesetzten Falle, nemlich wenn zu den bisher vorhandenen 
Bedingungsgleichungen eine neue hinzukommt , lässt sich eben so be- 
weisen , dass das Gewicht P grösser , wenigstens nie kleiner wird. Da 
die Fälle, in welchen weggelasscne , oder hinzugefüglc Bedingungs- 
gleichungen keine Wirkung auf ein Gewicht haben, immer vereinzelt da- 
stehen, und wenn eine solche Bedingungsgieichung auf Ein gewisses 
Dreiecksstuck keine Wirkung ausUbt, gewiss andere Dreiecksstucke vor- 
handen sind, in Bezug auf welche die Wirkung statt findet, so kann man 
den allgemeinen Satz aussprechen, dass die Vermehrung der Anzahl 
der Bedingungsgleichungen immer die Gewichte der Dreiecksstucke 
vergrössert, und die Verminderung derselben immer die Gewichte 
verkleinert. 

4 . 

Die eben erhaltenen Sätze ergaben sich ohne dass die Berücksich- 
tigung der besonderen Form der Bedingungsgleichungen nöthig wurde, 
sie finden also bei jeder Bedingungsgleichung statt , mag die Form der- 
selben sein wie sie will, sie haben daher in jedem Dreiecksnetze volle 
Geltung, wie gross oder wie klein auch die Winkel sein mögen, die 
darin Vorkommen. Man wird weiter unten an Beispielen sehen , dass 
Seitengieichungen z. B. in welchen sehr kleine Winkel Vorkommen, 
sehr günstige Wirkungen ausUben können. Behauptungen daher, dass 
solche Bedingungsgleichungen das Resultat unsicher oder gar unrichtig 
machen könnten, entbehren jedes Grundes. Aus demselben Grunde, 
dass die Vergrösserung UerGewichte nicht an die Form dcrBcdingungs- 
gleichungen gebunden ist, folgt ferner dass es nunmehr nicht nothwen- 
dig ist in jedem Dreieck alle drei Winkel zu beobachten, so fern nur 
die Anlage des Netzes so eingerichtet wird, dass statt der fehlenden 
Winkelgleichungen eine gnügende Anzahl von Seitengieichungen vor- 
handen sind. Die Weglassung einer Winkel- oder Richtungsbeobachlung 
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hie und da kann durch die Umstande geboten werden. Wenn von zwei 
Gegenständen /I und II der erste vom zweiten aus gesehen werden 
kann, so kann gewiss auch der zweite vom ersten aus gesehen werden, 
aber es ereignet sich manchmal , dass von dem einen Punkte aus das 
Absehen gut ist, und gute Beobachtungen erwarten lässt, dass aber von 
dem anderen Punkte aus das Absehen schlecht ist, und nur schlechte 
Beobachtungen zu erwarten sind ; man Ihut in diesem Falle besser diu 
schlechten Beobachtungen unausgeführt zu lassen. Ks lässt sich frei I iuh 
behaupten, dass auch die schlechteste Beobachtung benutzt werden 
kann, wenn man ihr das richtige Gewicht beilegt, und hiegegen lässt 
sich theoretisch nichts einwenden, aber in der Praxis ist es immer un- 
möglich ein solches Gewicht mit der nöthigen Genauigkeit zu bestimmen, 
denn es fehlt stets hiezu die erforderliche Anzahl der Daten. Die An- 
wendung unrichtiger Gewichte kann aber das Resultat schädigen, und 
es ist daher stets vorzuziehen solche Fälle zu vermeiden. 

5 . 

Es kann hierauf nolhwendig werden, bei der Berechnung des Drei- 
ecksnetzes Winkel hinzu zu ziehen , die nicht unmittelbar beobachtet 
sind, sondern aus den beobachteten berechnet werden müssen, aber 
hierin liegt nicht der mindeste Grund zur Befürchtung einer Ungenauig- 
keit , da oftmals die berechneten Winkel grössere Gewichte bekommen 
wie die beobachteten, und jedenfalls nach der Ausgleichung des Netzes 
fitr die Stuten, mag man sio aus beobachteten oder berechneten Winkeln 
ableiteo. dieselben Werthe hervorgehen müssen. 

6 . 

Kommen wir nun nach diesem auf die wesentlichsten Vorschriften, 
die dem zur Ausführung einer (laupttriangulution bestimmten Personal 
zu erlheilen sind, so möchten, nachdem die Ausdehnung der Triangu- 
lation, ihre Anfangs- und Endpunkte, so wie etwaige Zwischenpunkte, 
ditt sie berühren soll, bestimmt, auch die Zahl und Lage der zu messen- 
den Grundlinien angegeben sind, ferner der ganze Arbeitsplan auf eine 
Zeit- und Kostenaufwand möglichst schonende Art festgesetzt, specielle 
Instruction über die Behandlung tler Instrumente u. dgl. m. ertheilt wor- 
• den sind, nur das Maximum des erlaubten mittleren Fehler der Beob- 
achtungen an sich, den ich weiter unten den mittleren Fehler der 
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nackten Beobachtungen nennen werde, und das Minimum der zu bewir- 
kenden Bedingungsgleichungen in Bezug auf die Anzahl der Drciecks- 
punkle vorzuschreiben sein. Vorschriften Uber das Minimum der Seiten 
der Dreiecke der verschiedenen Ordnungen sind unangemessen, da die 
Beschaffenheit des Terrains so sehr hiebei in Betracht kommt, und ge- 
wisse Gegenden zwar die Anlage von grossen Dreiecken erlauben, aber 
andere Gegenden die Anlage kleinerer Dreiecke zur Nothwendigkeit 
machen. Eher liesse sich ein Maximum der Seiten bestimmen . da hei , 
allzu grosser Lunge derselben leicht eine Undeutlichkeit in der Sichtbar- 
keit der Objekte eintreten kann, die auf die Gute der Beobachtungen 
nachtheilig einwirkt. Die Grösse der anzuwendenden Instrumente, und 
namentlich die optische Kraft der Fernröhre derselben ist hiebei in Be- 
tracht zu ziehen. Auch verlangen grössere Dreiecke grössere Genauig- 
keit der Winkelmessungen wie kleinere, um zu vermeiden, dass die 
mittleren Fehler solcher Seiten selbst nicht zu sehr anwachsen. Es 
möchten bei Triangulationen, die durch Gegenden geführt werden, die 
die Anlage sehr grossor Dreiecke erlauben , grössere und mit grösseren 
Fernröhren versehene Instrumente anzuwenden sein, wie bisher der 
Fall gewesen ist. 


7 . 

Vorschriften Uber die erlaubte Fehlergränze der Seiten zu geben ist 
gänzlich unstatthaft, denn aus den oben erwähnten Bestimmungen über 
den mittleren Fehler der Beobachtungen und der Zahl der Bedingungs- 
gleichungen folgen die mittleren Fehler der verschiedenen Seiten von 
selbst , und es ist nicht zu umgehen dass diese in gewissen , speciellen 
Fallen . die zu vermeiden unmöglich ist , grösser , hingegen in anderen 
Fallen kleiner werden. Die mittleren Fehler der Seiten, die man schliess- 
lich erhalt müssen als gut betrachtet werden, wenn nur die obigen 
Grundbestimmungen erfüllt sind. In Bezug auf den Anschluss der Resul- 
tate, die aus zwei verschiedenen Triangulationen für eine und dieselbe 
Dreiecksseite hervor gehen, darf nicht ausser Betracht gelassen werden, 
dass aus diesem Anschluss sich die Summe oder der Unterschied der 
zufälligen Fehler, die diese beiden Resultate besitzen, heraus stellt, und 
der zufällige Fehler irgend einer Bestimmung je nach den Umständen 
grösser oder kleiner werden kann, wie der mittlere Fehler, ' 
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Endlich ist zu bewirken, dass alle Dreieckspunklc auf möglichst 
sichere Art in der Knie fcslgelegt werden. Denn inan kann ausserdem 
in den Fall kommen, nach Verlauf einer nicht grossen Anzahl von Jahren 
die Triangulation als kaum, oder gar nicht mehr vorhanden betrachten 
zu müssen, wovou leider Beispiele vorhanden sind. 

8 . 

Bei der Bekanntmachung der Resultate einer Triangulation müssen, 
wie bisher geschehen ist, alle Beobachtungen, nebst dem Tage an wel- 
chem sic angestclll worden sind, einzeln angeführt, und der Nauie des 
Beobachters, so wie das angewandte Instrument angegeben worden. 
Ks ist anzueinpfchlen immer Richtungen zu beobachten, und die Beob- 
achtungen vollständig anzuftihren, ncmlich jedem einzelnen Gyrus die 
Lage des Fernrohrs, ob links oder rechts, wenn es cxcentrisch ist, oder 
ob der Ilöhenkreis links oder rechts, ferner ob vorwärts oder rückwärts 
beobachtet worden ist, auch welchem Punkt des Florizontalkrcises der 
angenommene Nullpunkt der Richtungen entspricht (letzterer nur in 
Graden und Minuten) auzugeben. Den Nullpunkt der Richtungen wühlt 
man meines Erachtens nach am Zweckmüssigsten so, dass diese die 
Azimulhc der Gegenstände , vom Sudpunkt an nach Westen, nahe an- 
geben; für die erste Richtung jedes Gyrus kann man demohngeachlet 
dieselbe Zahl von Secunden ansetzen. Die Sitte der ersten Richtung 
jeder Station den Werth Null zu geben kann zwar statt der Augubc der 
Azimuthe beibehalten werden, jedoch sollte man nicht, wie zu geschehen 
pflegt, in den Gyris, in welchen die erste Richtung nicht beobachtet 
worden ist, wieder mit Null anfangen, sondern die entsprechende Anzahl 
von Graden, Minuten und Secunden ansetzen, die der Richtung nahe 
entspricht, deren Werth man ein für alle Mai gleich Null angenommen hat. 

Um jedem, der Nachrechnungen anstellcn will , Anhaltspunkte dar- 
zubieten , halte ich es fiir das Angemessenste ausser den oben ange- 
führten Ginzelnhcitcn die Ausgleichungen auf den Stationen so anzu- 
geben , wie ich es in dem Hauptbeispiel der Abhandlung von Art. 85 
bis 88 für die Stationen (2) bis (5) gethan habe. Es wären demzufolge, 
ausser den oben angegebenen Einzelnheiten, die zwei Tafelchen filr die 
zusammen gezogenen Beobachtungen, das Tafelchen für die (pp) (pp') etc. 
die Wertlie der N, N' , etc., das Täfelchen der daraus folgenden Cooffi 
cienlen (I, f), (2, 2, 1), etc. nebst den (1, l), etc. bis (ll), die Werthe 
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der Grössen (1,1), (2,2,1), (3,3,2), elc. nebst (i/,n), so wie die der 

.y" , elc., die aus der Auflösung der Gleichungen hervorgehen, 
und im zweiten Thoil der Auflösung gebraucht werden , so wie endlich 
die Werlhe der tr(r) und y(r) anzusetzen. 

Im zweiten Theile der Auflösung sind zuerst die Bedingungsglei- 
chungen , und die daraus folgenden Wertho der F(l), F(II), elc. anzu- 
geben, und hierauf eine tabularische Aufstellung der Logarithmen der 
Diflerentialquoticntcn q(r,l),, </(r, //),., etc., so wiedcrllulfsgrössen r/(r,l),, 
ij(r,//),, etc. und der Fj.l ), , f[rj!),, etc. folgen zu lassen. Die An- 
führung der Werlhe der Q(r,l),, Q(r,ll),, etc. scheint mir überllüssig, 
da sie auf die einfachste Weise aus den q(r,l ), , iy(r,//)„, etc. folgen. Es 
haben hierauf die Cocfficicnten der Endglcichungen (1,1) , (1,11) , elc. 
(UM) , etc. elc. und die Werthe der (2)i, (3) t , (4) lt etc. (3)j, (4)j, elc. 
(4) 3 , etc. etc. 
und der 

(//,//, t), (111,111. 2), etc. bis Fq 

zu folgen, die sich durch die Auflösung dieser Gleichungen ergeben, 
worauf die Werthe der z(r), x(r) und der mittlere Fehler einer einzelnen 
Beobachtung einer Richtung anzugeben sind , welcher letzte aus der 
Summe der Fehlerquadralc, deren Ausdruck £ \ll,n)-t-Fq ist, nach dem 
Art. 150 der Abhandlung zu berechnen ist. 

Mit dem Vorstehenden ist noch nicht Alles gegeben , welches im 
jetzigen Zustande der Wissenschaft verlangt werden muss, sondern es 
kommt noch die Berechnung, wenigstens einiger, der Gewichte hinzu. 
Ich halte es für zu weit gegangen, wenn man verlangen wollte, dass in 
der Darlegung eines ausgefuhrten Dreiecksnetzes die Gewichte aller 
Stücke desselben angegeben werden müssten, und meine, dass es hin- 
reichend ist , wenn die Gewichte einiger Stücke , die in der Nähe der 
Anfangs- und Endpunkte liegen, so wie tiberdiess die Gewichte solcher 
Stücke, die einige Verwickelung in der Anlage darbieten gegeben werden. 
Eine jedenfalls schätzbare Zugabe bildet indess die Angabe der Ge- 
wichte einer grösseren Anzahl von Stücken. Durch die Anführung der 
oben genannten Grössen, namentlich der (2)i, etc. und der (//,//, 1), etc. 
setzt man jeden in den Stand, mit geringer Mühe die Gewichte so vieler 
Stücke berechnen zu können, wie er will. Dass der mittlere Fehler der 
Dreiecksstücke, deren Gewichte man berechnet hat, mit anzuführen ist, 
versteht sich von selbst. 
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9. 

Es ist noch eine wichtige Frage zu behandeln , zumal mehrmals 
dagegen gefehlt worden ist. Es ist dieses die Frage, von welchen Grund- 
sätzen man bei der Wissenschaft liehen Bcurtheilung eines ausgefuhrlen 
Dreiecksnetzes auszugehen habe, um zu einer möglichst richtigen Wür- 
digung der Resultate desselben zu gelangen, ohne, einestheils den Werth 
desselben zu Überschätzen, oder anderen Tlieils durch unrichtige Beur- 
thcilung desselben ein Unrecht zu begehen. Ich meine, dass es selbst- 
verständlich ist, dass man in dieser Hinsicht die einzelnen Operationen, 
die die Ausführung eines Dreiecksnelzes verlangt, sich vergegenwärtigen, 
und einzeln untersuchen muss. Diese Operationen lassen sich eintheilen in: 

I) Die Anlage des Dreiecksnetzes, und die Verbindung der einzelnen 
Dreiecke mit einander;' 

2} Die Messungen und Beobachtungen, und zwar 

a) Die Messungen der Grundlinien; 

b) Die Messungen oder Beobachtungen der Richtungen ; 

c) Die Ausführungen der Centrirungen ; 

3) Die Berechnung 

und auf die Beschaffenheit der Ausführung dieser Operationen hat man 
bei der Prüfung sein Augenmerk zu richten. Sollten etwaige Mängel 
gefunden werden, so ist ihre Bedeutung zu berücksichtigen, und richtig 
zu würdigen. In Bezug hierauf kann Folgendes angemerkt werden: 
ad I) Sollte gefunden werden, dass an einer oder mehreren Stellen des 
Dreiecksnelzes eine zu geringe Anzahl von Controlen oder Bedin- 
gungsgleichungcn vorhanden wären, so kann diesem in der Regel 
durch nachträgliche Einracssung neuer Richtungen, oder durch 
Einschaltung eines neuen Dreieckspunkts abgcbolfcu werden, aber 
es werden hiedurch manchmal nicht unbeträchtliche neue Kosten 
verursacht. 

ad 2, fl) Fände man, dass die Grundlinien nicht mit der erforderlichen 
Umsicht gemessen worden wären, so wäre dieser Ucbclsland durch 
neue Messungen freilich zu entfernen, aber es würden wieder nicht 
unbedeutende nachträgliche Kosten erwachsen, 
ad 2, b) Wären die Beobachlungen der Richtungen nicht mit erforder- 
licher Genauigkeit ansgefUhrt , so müsste diese ganze Hauptarbeit 
von Neuem vorgenommen werden. 
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ad 2, c) Etwaige Mangel in der Ausführung der Cenlrirungen zu liehen, 
würde ohne grossen nachträglichen Kostenaufwand zu beseitigen 
sein , so ferne nur hei den Beobachtungen jeder Punkt dauernd 
fest gelegt worden ist. 

ad 3) Fehler in der Berechnung lassen sich gemeiniglich mit weit ge- 
ringeren Kosten , wie Mangel in den vorbenannten Punkten , ent- 
fernen, da blos Arbeiten im Zimmer in Betracht kommen. 

10 . 

Zur Bcurtheilung des Punkts 1) hat man vorzüglich auf die Anzahl 
und die Yerlheilung der vorhandenen Bcdingungsgleichungcn zu sehen. 
Es können hiebei verschiedenartige Umstünde cintreten. In einigen Ge- 
genden , namentlich da wo man sehr grosse Dreiecke hat ausvvülden 
können, kann es nicht möglich geworden sein Diagonalen cinzuschnei- 
den , hier muss man sich mit der Winkelgleichung begnügen , die jedes 
einzelne Dreieck darbietcl, aber diese auch fordern. Etw'aige kleine 
Winkel, die in solchen Dreiecken Vorkommen bilden nicht unbedingt 
einen Gegenstand des Tadels; es wird hierüber weiter unten das Nlihere 
erklärt werden. Uebergrosse Seiten solcher Dreiecke könnten, aus dem 
oben angeführten Grunde wohl zu tadeln seiD, namentlich wenn bei den 
Beobachtungen kein Ileliotropcnlicht oder zu kleine Instrumente ange- 
wandt worden sein sollten. In anderen Gegenden . wo namentlich bei 
Anw«ndung kleinerer Dreiecke Diagoualen haben eingcschnittcn werden 
können , ist an die Zahl der Bcdingungsgleichungcn, die vorhanden sind, 
eine höhere Forderung zu stellen. Findet man die Zahl und die Verthci- 
lung dieser so, dass für jeden hier in Betracht kommenden Dreieckspunkt 
wenigstens Eine Bedingungsgleichung vorhanden ist, so muss man schon 
die Anlage für gut anerkennen , sind noch mehr Bedingungsgleichungen 
vorhanden, so ist um so mehr die Anlage als gut zu bezeichnen. 

11 . 

Die Beurtheilung der Ausführung des Punkts 1 , a) ist die schwie- 
rigste, da von der Messung der Grundlinien nicht so viele Erfahrungen 
varliegen, wie von den anderen bei einer Triangulation erforderlichen 
Operationen. Man muss, wenn die Bcurtheilung ausführlich und gründ- 
lich sein soll, die einzelnen Messungen untersuchen, und hieraus sich 
ein Urtheil über die Sorgfältigkeit bilden , mit welcher sie ausgeführt 
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worden sind. Vorzugsweise ist hier darauf Acht zu haben, wie die Be- 
rücksichtigung der Temperatur der Messslangen in Folge der Einrichtung 
des Messapparats hat statt finden können, und wie sie statt gefunden hat. 
Auch die Vergleichung der Messstangen mit dem Grundmaasse ist in 
Bezug auf seine Einzelnheiten zu berücksichtigen. Es werden wohl bei 
dem gegenwärtigen Stande dieser Sache individuelle Ansichten nicht 
immer ganz zu vermeiden sein. 

12 . 

Die ßeurtheilung der Ausführung des Punkts 2, b) steht gegen- 
wärtig auf fester Grundlage. Der mittlere Fehler der nackten Beobach- 
tungen ist es, welcher hier den Ausschlag giebt. Die Berechnung dieses 
Fehlers, und die Vergleichung desselben mit demjenigen, welcher sich 
aus den anderen schon vorhandenen Triangulationen ergiebt, bildet einen 
sicheren Maassstab zur ßeurtheilung des in Rede stehenden Punkts. 

13 . 

Die Beurtlieilung der Ausführung des Punkts 2, c) kann im Allge- 
meinen nicht direct ausgeführt werden, es wttre denn, dass man sich 
auf wenigstens einige der Stationen begäbe, dort die Centrirungen nach- 
müsse, und hievon auf das Ganze schlösse. Die Theorie bietet aber hier 
ein imlirectes Mittel dar. Der mittlere Fehler der nackten Beobachtung 
ist unabhängig von den Fehlern der Cenlrirung, der Phasen der Signale, 
u.s. w., aber der schliessliche mittlere Fehler schliesst diese Fehlerquellen 
in sich, die Vergleichung dieser beiden mittleren Fehler mit einander 
liisst also schon einen Schluss auf die Ausführung der Centrirungen 
u. s. w. zu. 

14. 

Die Beurtlieilung endlich der Ausführung des Punkts 3) ist einfach. 
Es ist erstlich zu untersuchen, ob in der Berechnung den theoretischen 
Bedingungen überall Gnüge geleistet worden ist , und zweitens ob die 
numerischen Rechnungen sorgfältig und richtig ausgeführt worden sind. 
Das in der Abhandlung entwickelte erste Verfahren bietet vermöge der 
t'.ontrolgleichungen, die es besitzt, und die in einem der unten folgenden 
Supplemente um Eine vermehrt werden sollen, ein angemessenes Hulfs- 
millel dazu dar. 
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§2. Speciellc Betracht ungen. 

15 . 

Ich beabsichtige hieran einigen Beispielen zu zeigen welche Wirkun- 
gen die Ausgleichungslheoric in gewissen Fullen ausüht. Ich habe dazu 
absichtlich ßngirte Beispiele gewühlt, da ich diese so stellen konnte, 
dass die grossere oder kleinere Wirkung, die die Bedingungsgleichungen 
ausühen , am deutlichsten hervortritt. Das erste Beispiel soll folgende 
Figur geben, 



in welcher die Winkel wie folgt bezeichnet werden sollen 

(2) (1)(3)=(1). . (ä)(3)(4)=(1)j , (3)(5)(4)=(1)i 
(5)(1)(3)=(2), , (*X3)(«)=(2), . (3)(5)(1)=(2> 
(1)(2)(3)=(1)j , (2}(3)(1)=(3)j , (3)(1){2)=(3 )a 

(3) (2)(4)=(2) 2 , (2)(4)(3)=(1), 

(5)(2)(4)=(3)i . (3)(4)(5)=(2), 

Ich werde ferner annehmen , dass diese Winkel selbst unabhängig 
von einander beobachtet oder gemessen worden seien, weil dieses Ihr 
den hier zu verfolgenden Zweck auf eine etwas einfachere Rechnung 
führt. Der Fall übrigens, in welchem statt der Winkel die Richtungen 
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beobachtet worden sind, ist jenem ganz analog, und die sich ergeben- 
den Gewichte werden von denen jenes Falles um wenig oder nichts 
verschieden sein. 

r r - . 

IG. 

Fitrs Ersto soll angenommen werden, duss die beiden Diagonaleu 
(2)(5) und(1)(5), die die Figur enthält, nicht eingeschnitten worden sind, 
und folglich das Netz aus den drei an einander gereihten Dreiecken 
mp) ■ (2)( 3 )(‘) . (3}(*)(5) besteht. 

Suchen wir hierauf die Gewichte der Winkel und verschiedener 
Seiten nach der Ausgleichung dieses Netzes. 

Die Figur liefert nur drei Bedingungsgleichungen, welche alle Win- 
kelgleichungcn sind, ncmlich 

(<). + (1)2 + (3), = 180" 

(2) 2 (2)j -+- (1), = ISO 

(l) s -+■ (2). + (l) 5 = 180 

auf deren rechten Seilen in der Anwendung noch die sphärischen Ueber- 
schüsse hinzu zu fugen wären, auf die cs aber hier nicht ankommt. Die 
Tafel Ihr die Different ialquotienten dieser Gleichungen steht wie folgt. 


r 

1 

»(*■,/), 

9 ir.H), 

Hr.lll). 
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1 . 
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und setzt man die ursprünglichen Gewichte aller Winkel einander gleich, 
und =1, so werden für alle Bedingungsgleichungen 

= Q{rJ). - RrJ). = 
n (r,ll), = Q(r,H), = Hr,ll), = q(rjl). 
elc. etc. 

^ die auch bei den unten folgenden Abänderungen des Beispiels statt 
finden werden. 
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Suchen wir nun zuerst die Coefficienten der Endgleichungen , so 
ergeben sich 

(/,/) = 3, (II II) = 3, (111,111) = 3 
und alle übrigen Coefficienten sind Null. Bezeichnet man ferner wie in 
der Abhandlung die Resultate der Substitution der beobachteten Werthe 
der Winkel in die Bedingungsglcichungen mit F(I ) , F(/J), F(III), so ■ 
ergeben sich 

'h = J r L = ^(1). = *(<)> = z(3) s 
=-f = *(2)2 = z(2), = i(1), 

<P* = F ‘ f = Z(\ );t = *(2), = 2(1), 

Die Verbesserung eines jeden Winkels ist also mit entgegengesetztem 
Zeichen dem dritten Theil des ganzen Fehlers, den das betreffende 
Dreieck nach der Substitution der Beobachtungen zeigt , gleich ; mit 
einem langst bekannten Satze Übereinstimmend*). Man findet ferner 
leicht die Summe der Quadrate der übrig bleibenden Fehler, wenn sie 
wie oben mit IV bezeichnet wird, 

iv = j jF(/) 2 + F(iiy F(iny\ 

» .* > , >'. 

18. 

Das zunächst Vorhergehende habe ich nur beiläufig angeführt, und 
werde mich hierauf zur Berechnung der Gewichte wenden. Ich bemerke 
dazu im Voraus, dass hier immer 

k(r), = (M, r), = QM.r), 

ist, und dass folglich die belr. Ausdrücke des Art. 1 43 der Abhandlung 
in die folgenden übergehen 

II = Z\(M,\)? + (M, 2), 5 4- (J/,3), 1 4- . . . | 

(I,M) = Z\(M, 1). . ,(!,/). 4- (A/,2). . q(tl), 4-(M,3).. 7 (3,/), 4-...| 
(II, M) = S\(M, 1). . 7(1,//). 4- (M.2). . 7(2,//), 4-(A/3)..t( 3.//). 4-...( 
(///,A/) = ^j(Af,1}. . 7(1,///), 4- {»1, 2). . 7(2,///).4-(A/,3),7(3,///),4-...j 
etc. etc. 

Wenden wir nns nun zuerst zur Ermittelung der Gewichte der 
Winkel , so lässt sich vorausschen , dass diese für jeden Winkel den- 


*) Ich bemerke hiezu, dass dieser Satz nicht mehr statt tindet . wenn man statt 
der unabhängigen Winkel die Richtungen beobachtet bat 

Abhautll. d. K. S. OrK-llich. d. Wi»Mivlt. XIV. 2 
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£ 

selben Werth erhalten werden; wir brauchen daher nur Einen Winkel 
z. B. (1)] zu betrachten. Hier wird 

(J/,1)i - 1 

und alle Übrigen Grossen dieser Gattung sind Null, es wird folglich auch 

R = 1 

Es wird ferner den vorstehenden Ausdrucken gemäss [l,M) = ' . "nd 
alle Übrigen Grossen dieser Gattung werden auch Null. Folglich wird 

Ä ~~ ( 1 , 1 ) — • 

und das Gewicht 

P=\ 

welches Resultat fUr alle beobachteten Winkel gilt. Es folgt hieraus dass 
der mittlere Fehler eines jeden ausgeglichenen Winkels im Verhältnis* wie 

1 : yT 

kleiner ist, wie das Gewicht des beobachteten Winkels, und da dieses 
Resultat erhalten worden ist, ohne eine Annahme über die Grösse der 
Winkel zu machen, so findet es in jedem, aus blos an einander gereih- 
ten Dreiecken bestehenden, Dreiecksnetze statt, die Winkel der ver- 
schiedenen Dreiecke mögen so gross oder so klein sein wie sie wollen. 

19. 

Gehen wir nun zur Ermittelung der Gewichte einiger der Seiten 
des Dreiecksnetzes Uber, so kann man im Voraus schon erkennen, dass 
hiebei ein anderes Vorhalten eintritt. Diese Gewichte werden im Allge- 
meinen für die verschiedenen Seiten verschieden ausfallen, und nament- 
lich werden sie desto kleiner werden, je mehr sie sich von der Grund- 
linie entfernen , auch kann man diese Gewichte nicht berechnen, ohne 
die Winkel des Dreiecksnetzes ihrer Grösse nach zu kennen. Seien jetzt 
im Dreiecksnetze, welches durch die Figur des Art 1 5 dargestellt ist, in 
den drei Dreiecken, die hier betrachtet werden, die Werthe der Winkel 
die folgenden, die den Dimensionen dieser Figur sehr nahe entsprechen. 
(1), = 66“ (2) a = 58“ (1), = 56» 

(1 )a — 64 (2)* =64 (2)i - 70 

(3), = 50 (1) 4 = 58 (1) 5 = 54 

20 . 

Es wird von nun an die Seite (1)(2) der Figur als Grundlinie an- 
gesehen, und es soll in Bezug auf diese zuerst das Gewicht der Seite 
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(2)(3) ermittelt werden. Ich werde indess hier, wie im Folgenden von 
dem Inhalt der Abhandlung eine Abweichung machen und nicht die 
Gewichte der Seilen selbst, sondern die der ihnen zukommemlen Loga- 
rithmen bestimmen, da diese Gewichte unabhängig von dem absoluten 
Maasse der Seiten sind. Für die oben genannte Seite bekommen wir ' i 
demgemäss die Gleichung 

log (2)(3) = log(1;(2) -+- logsin (I), — logsin(3). 

Nehmen wir ferner an , dass die siebente Decimale des Briggischen Lo- 
garithmus und die Secunde die Einheiten bilden sollen, so ist die erste 
Behandlung dieser Gleichung, die nemlich wodurch ihr Differential er- 
langt wird, genau dieselbe, die im Art. 92 der Abhandlung in BetrefT 
der Seitengleichungen erklärt wurde, nur darf jetzt die resullirende 
Gleichung mit keinem von plus oder minus Eins verschiedenen Factor' 
multiplicirt werden. Durch Zuziehung der oben angegebenen Werthe 
der Winkel bekommen wir daher 

J2 = -f-9. 380(1), — 17.670(3), 

folglich 

(Jtf.l), = -4-9.38 J und hjeraug Ä _ 400 , 

(Af, 3), = —17.671 

Es wird ferner (/, Af) = — 8.29, und die anderen Grössen dieser Gat- 
tung sind Null. Hiemit, und da im gegenwärtigen Falle die Coefficienten 
(2) ( , (3)i , etc. etc., die sich aus der Auflösung der Endgleichungen 
ergehen, alle Null sind, erhält man 

S = 22.9 und /’ = 0,002652 

21 . 

Suchen wir hierauf das Gewicht der Seite (3)(4) des zweiten Drei 
ecks , so ist die Grundformel 

log(3)(4) = log (1 )(2) -+- log. sin (I), sin (2) a — log.sin(3), sin (1 )«. 
woraus , , 

Jl = -t- 9.380(1), ■+• 13.1 60(2)2 — 17.670(3), — 13.160(1), 
also 

(AM), = + 9 . 38 
(Af.2), = -*-13.16 
(Af,3), = — 17 . 67 
(AM), = — 13.16 

und 

!• 
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(l,M) = — 8 . 29, (II, il, = 0 , (111, M) = 0 
folgen. Hs ergiebt.sich hieraus 

R = 746.5, S = 22.9 und P = 0,001382 

22. 

Zur Erlangung des Gewichts der Seite (i)(5) des dritten Dreiecks 
crgiebt sich 

log (4)(5) = log(1)(2) -+- log. sin (■!), sin (2), sin (1 ) 3 
— log. sin (3}s sin(1)< sin(1) 5 

Sl— + 9, 38d{ 1 ), +1 3g 60(2)2-»- 1 4,20d( 1 ),— 1 7, 673(3),— 1 3. 1 60(1 )«- 1 5,300(1 ), 
(M ,\) , = + 9,38 , (M, 3), = — 17,67 

(il/,2), = -+- 13,16 . (M, 1), = — 13,16 

(M, 1), — 14,20 , (Jtf.1), = — 15,30 

R = 1182,3 

(l,M) = — 8,29 , (//,JW) = 0 , (III, M) = — 1,10 
S = 23,3 , P = 0,000863 

■ , . t 

23. 

* * * * * " 

Betrachten wir diese Gewichte nüher, so finden wir. dass sie von 
Dreieck zu Dreieck sehr nahe in dein Verhilltniss von 

^ : : i 

abnehmen, und diese Progression wird sich nahe in demselben Verhalt- 
niss forlselzen, wenn mehr Dreiecke vorhanden sind, die nahe dieselben 
Dimensionen haben, wie die obigen, und die man gemeiniglich ftlr die 
günstigsten hält. Wenn also ein Dreiccksnetz aus vielen solchen an ein- 
ander gereihten Dreiecken besteht, so kann man sich schon eine Vor- 
stellung davon machon, wie klein die Gewichte der Seilen der Dreiecke 
werden, die von der Grundlinie am Entferntesten liegen. Hieraus sieht 
man, wie unrichtig es ist, von jeder Dreiecksseite dieselbe Genauigkeit 
verlangen zu wollen. 

Es lasst sich leicht beweisen , dass die obige Progression in einem 
Dreiecksnetze, welches aus lauter an einander gereihten, sehr nahe 
gleichseitigen Dreiecken besteht, strenge statt findet. Sei die Anzahl die- 
ser Dreiecke n, und die zwei Winkol, die von jedem Dreiecke gebraucht 
werden um die Seiten fortgesetzt zu berechnen, (a) , (d) , ( h ) , (6 j , etc. 

(n) (n) , die einander sehr nahe gleich sind, und von welchen (o) und 
(aj zum ersten Dreieck gehören, dessen eine Seite als Grundlinie be- 
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trachtet wird. Wegen der sehr nahen Gleichheit aller Winkel können wir 
in der Differentialgleichung die Coefficienten als einander völlig gleich 
betrachten , da ein kleiner Unterschied in diesen nur eine kleine Grösse 
erster Ordnung hervorbringen kann. Sei daher der gemeinschaftliche 
Werth dieser Coefficienten c, dann wird 

Sl = cdfa) -+- cd(b) -+- ... -I- ci J(n) 

— ci[a) — cd(6’) — ... — CiVyll) 
und es ergeben sich daher 

(Mm) = ( M.b ) = etc. = (M.n) = c 
(M,a')= (M,b')sa etc. = (M,n)— — c 

folglich 

II = 2 ne 2 . 

Da nun aus dem Täfelchen der Bedingungsgleichungcn des Art. 16, 
und aus der vorstehenden Berechnung der Gewichte mehrerer Seiten 
sich leicht ergiebt, dass der Ausdruck eines jeden der Coefficienten 
(I,M) . (UM) , etc. aus zwei gleichen, mit entgegengesetzten Zeichen 
behafteten Gliedern besteht, so werden 

(I,M) = (II, M) = etc. = 0 

und der allgemeine Ausdruck der gesuchten Gewichte wird 



woraus hervorgoht, dass die Bedingungsgleichungcn im gegenwärtigen 
Falle gar keine Wirkung auf die Gewichte austlben '). Bezeichnen wir 
nun das gemeinschaftliche Gewicht der Logarithmen der beiden zu be- 
rechnenden Seiten des ersten Dreiecks mit /*, , das der beiden zu be- 
rechnenden Seilen des zweiten Dreiecks mit Pi , u. s. w., so geben die 
vorstehenden Entwickelungen sogleich 

p ' p , 1 p , — 1 

" — Jnc* ’ «(»-tic* ’ " * 1 («-»)■<•* ' 

etc. P< = ^ i . = i? .Pt = i?, • 

folglich 

Pi ■ Pi ■ P 3 : P, : etc. = * : i" : T : T : elc - 
w. z. b. w. 


*) Dieser gehört also unter die Fälle, die oben im Art. 2 im Allgemeinen an- 
gedeutet worden sind. • 
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Um zur Kenntniss der mittleren Fehler zu gelangen, die in Folge 
der vorstehenden Ermittelungen den Dreiecksseiten beizulegen sind, 
bedarf es der Kenntniss des mittleren Fehlers der Beobachtungen, denen 
das Gewicht = 1 beigelcgt worden ist, aber aus unserem Beispiele 
selbst kann man diesen nicht erlangen, da es ein fingirtes ist. Es hindert 
uns aber nichts aus irgend einer wirklich ausgcftlhrten Triangulation 
diesen mittleren Fehler zu entnehmen, und hier anzuwenden. 

Im Art. 4 51 der Abhandlung wurde in Bezug auf das Hauptbei- 
spiel derselben der mittlere Fehler einer einzelnen Beobachtung einer 
Richtung = 4 ",984 gefunden, uud obgleich diese Bestimmung auf 
einer zu kleinen Anzahl von Beobachtungen beruht, als dass man 
sie Rlr ganz sicher hallen könnte , so will ich sie doch im gegen- 
wärtigen Beispiel anwenden. Durch die Multiplicalion der eben ange- 
führten Zahl mit ylj erhalt man den mittleren Fehler einer einzelnen 
Beobachtung eines Winkels = 2",80f>, aber es muss jedenfalls voraus 
gesetzt werden, dass man bei einer Triangulation , bei welcher Winkel 
gemessen werden, sich nicht begniigl jeden Winkel nurEinmal zu messen, 
sondern dass man das Resultat der gemessenen Winkel aus einer ange- 
messenen ^\izahl von einzelnen Messungen ableilel. Demzufolge will 
ich annehmaii, dass jeder Winkel, von welchem io diesem Aufsatze die 
Rede ist, 2ö\Mal gemessen worden sei. woraus hervorgeht, dass der 
mittlere Fehler eines jeden der Winkel, welchen oben das Gewicht = I 
beigelegt wurde, dem fünften Theil des oben angegebenen Fehlers der 
einzelnen Winkelmessung gleich gesetzt werden muss. Es soll daher 
hier der mittlere Fehler der Winkelmessungcn oder Beobachtungen, 
denen das Gewicht = I beigelegt worden ist, 

= 0",56l 

angenommen worden, und hieraus folgen die mittleren Fehler der Loga- 
rithmen der Seiten der verschiedenen Dreiecke, deren Gewichte im 
Vorhergehenden berechnet worden sind, bez. 

= 10,9 , = 15,1 , = 21,5 

in Einheiten der siebenten Decimale. Wenn die Längen der Seiten be- 
kannt sind, so kann man hieraus die mittleren Fehler der Seiten selbst 
finden, denn nennt man die Länge irgend einer Oieite p , so wird 

, e Jiogf 

ltodT ' <00(1000 
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wo A log q in Einheiten der siebenten Decimale, gleich wie ol>en ge- 
schehen, auszudrucken ist. 

Nehmen wir z. B. an, die Lange der Seite (1)(2) unserer Figur, die 
als Grundlinie in den Berechnungen der Gewichte angenommen worden 
ist, sei 2000Ö Meter, so findet man die Seiten 

(2)(3) = 23381" , (3)(4) = 23381" , (4)(5) = 24441“ 
und die mittleren Fehler dieser Seiten bez. 


oder nahe 


= 0",0594 , = 0”,0829 , = 0",12I0 


i i i • 

398500 ’ 987*00 1 909000 

der Langen derselben. Nehmen wir an, dass von der letzten dieser 
Seiten an , das Netz sich durch eine Anzahl sehr nahe gleichseitiger 
Dreiecke fortsetze, so wird der mittlere Fehler der zwei letzten Seiten 
des sechzehnten Dreiecks schon 

i 

875 0*T 

der Lange derselben. Die mittleren Fehler der ersten Seiten sind hier 
sehr klein, aber es darf nicht ausser Acht gelassen werden, dass die 
ganze Lange einer dieser Seiten als Grundlinie betrachtet worden ist. 
In der Praxis sind die gemessenen Grundlinien gemeiniglich weit kleiner 
wie die Seiten der grossen Dreiecke, und cs werden daher in der Wirk- 
lichkeit die mittleren Fehler der Seiten wesentlich grösser ausfallen 
wie oben. 


25. 

Um diese Untersuchungen fortzuselzen sollen jetzt die Gewichte 
der Diagonalen (2)(4) und (1)(ä) nebst denen der Winkel, die sie mit 
den anliegenden Seiten machen, ermittelt werden. Da diese Winkel bis 
jetzt noch zu den nicht beobachteten gehören, so bedarf die Berechnung 
der Gewichte dersellren einer besonderen Vorbereitung. Aus den Drei- 
ecken (3)(4)(5), (2)(4)(5), (2)(3)(4) der Figur bekommt man 

. sin ((), sin 'S), sin ri), 

sind ,«in{ 3)ü+((,»+(t),)*in(t), 

die nachdem sie in Bezug auf (3}j aufgelöst worden ist, 

, otn(<),olP(9 ), o ln{(l) ,+(9),1 

10 sin {4},oio (9),— sin (l) a stn ii) s coo{(l),* 0 -{i) 4 t 

giebt. Hieraus erhielt ich 

(3)j = 25° 31 ',7 5 
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und hierauf durch die Gleichung (3),= (3)2 + (1), + (2), + {1),— 180° 
(3) s = 27» 31775 

Behandelt man nun zuerst die erste der obigen Gleichungen als ob 
sie eine der Bedingungsgleichungen wäre, so bekommt man 

0 = — (1.1 191 4)3(2) 2 +(1. 64428)3(3)2— (1.10234)3(1), 

+(1.01 153)3(2);,+(i. 6261 7)13(3),+ 3(1), +3(2), .4 8464 )d(1 ) & 

wo die in Klammern eingeschlossenen Zahlen die Logarithmen der 
Coefticienten sind, und löst man diese Gleichung in Bezug auf 3(3), auf, 
so erhalt man 

SL = 3{3) 2 = + 0.152333(2)2 + 0.164443(1), — 0.1 18903(2), 

— 0.489583(1), — 0.489583(2), — 0.177123(1), * 

also 

(A/,2 ) 2 = + 0.1523 , (A/,2), = — 0.1189 , (Af, 2), = — 0,4896 
(A/,1), = + 0.1644 . (A/,1), = — 0.4896 , (Af.l), = — 0.1771 
mul hieraus folgt It = 0.5751. Ferner erhält man 

(/, Af; = 0 , (UM) = — 0.4562 . (IHM) = — 0.5023 
welche S = 0.1535 , und endlich 

P = 2.372 

gehen, welches das Gewicht des Winkels (3), ist. 

20. 

Um das Gewicht des Winkels (3), zu finden, bediene ich mich der 
Gleichung 

3:3);, — 3(3), + 3(1 ), + 3(2), + 3(1), 
aus welcher ich durch den Ausdruck dir 3(3), des vor. Art. diese Aen- 
derung eliminirc. Es wird also hier 

Jl = 3(3), = + 0.15233 3(2), + 0.16444 3(1), — 0.11890 3(2), 

+ 0.51042 3(1), + 0.51042 3(2), + 0.82288 3(1), 

folglich 

(Af.2), = + 0.1523 , (A/,2), = — 0.1189 . (A/.2), == + 0.5104 
(A/,1), = + 0.1644 , (Af.l), = + 0.5104 , (Af,1), = + 0.8229 
/{ = 1.2708 

(I.M) = 0, (UM) = + 0.5438 , ( IIIM) = + 1.4977 
S = 0.8463 
P = 2.356 

welches das Gewicht des Winkels (3), ist. Es verdient angemerkt zu 
werden, dass die Gewichte der beiden berechneten Wmkel"(3)2 und 
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(3), beträchtlich , im Verhältnisse nahe wie 1:1,6 grösser sind wie die 
Gewichte der beobachteten Winkel deren jedes = 1.3 ist. 

27. 

Zur Berechnung des Gewichts der Diagonale (2)(5) giebt die Figur 
zuerst 

log ( 2)(5) == (log ( 1 )(2) -+- log. sin ( 1 ), sin j ( 1 ), -I- (2),| — log. sin (3), sin (3), 
woraus man durch die Differentiation 

Sl = + 9.3743(1), - 12.156(3(1), -4- 3(2), | 

— 17.6673(3), — 40.3963(3), 

findet. 

Da aber (3), kein beobachteter Winkel ist. so muss dessen Varia- 
tion durch die im vor. Art. dafür erhaltene Gleichung eliroinirt werden. 
Nachdem dieses geschehen ist, wird 

J2= +9.3743(1), — 6.1543(2), — 18.7993(1), — 7.3333(2), — 17.6673(3), 
— 20.6193(1),— 20.6193(2), — 33.2423(1), 

Es wird daher im jetzigen Falle 

(M, 1 ), = -+- 9.374 , (A/,1) 4 = — 20.619 

(A/,2), = — 6.154 , (A/,2) 4 = — 20.619 

(A/,1), = — 18.799 , (A/,1), = — 33.242 

(A/,2), = - 7.353 

(A/,3), = — 17.667 

R — 2800.6 

(/.Jf) = — 8.293 , (UM) = — 34.126 , (IHM) = — 72.660 
S = 2171.1 
/»= 0.001588 

für das Gewicht von log (2)(5). Dieses ist merklich grösser wie das 
Gewicht des log der Seite (3)(4). 

28. 

Behandeln wir nun die Diagonale (1 )(5) eben so, so bekommen 
wir nach und nach 

. sin {(<).+(«), ■ 4 -(«), + ;R). ( sin (<), sin (<), »in (l). 

«In (t), sin (<), sin '!), sin (i;, 

■ ,in(t),sin:i; t sin|i)jSin((i],+ (*J,+ (»!,) 

ig(*(5 = sin (i), sin (J),sin (»), — sin (<!, sin |i), sin (I), cosj(l ), + («), + (>)»( 

(2), = 4" 35' 5", (2), = 5° 2 4' 55" 
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0 = — (0.97193) 3(1), -+• (1.01 4 53) 3(1), — (1.1 191 4) 3(2), 

— (2.34656) J3(1), -f- 3(2)»-+-3(3),-t-3(2)»j-*-(1.1 191 4)3(1)« 

— (0.88442) 3(2)4 -+- (1.18461)3(1)» — (2.41922)3(2)» 

Sl = 3(2)» = — 0.019343(1), -l- 0.021193(1)2 — 0.027153(2), 

— 0.45828 3(1)» — 0.458283(2)» — 0.458283(3), 

■+> 0.027153(1), — 0.015813(2), ■+■ 0.031563(1), 

(Af, 1 ), = — 0.0193 t (Af, 1 )» = — 0.4583 , (Af, 1), = ■+■ 0.0271 

(A/.1), = ■+ 0.0212 , (Jf,2), = — 0.4583 . (Af,2), = i- 0.0158 

(Af, 2), = — 0.0271 , (Af,3), = — 0.4583 , (Af, 1), = + 0.0316 

- R = 0.6338 

(/.Af) = — 0.4563 , (//,Af) = — 0.4583 , (///.Af) = — 0.4424 
S = 0.2046 
P = 2.331 

welches das Gewicht des Winkels (2)» ist. 

* 1 t 1. 

29. 

I 

Ferner 

Jl = 3(2), = - 3(1), — 3(2), — 3(3), - 3(2), 
und nach der Elimination von 3(2)» durch die betr. Gleichung des 
vor. Art. 

(Af. 1 ), = -i- 0.0193 , (M. I), = — 0.5417 , (Af.l), = — 0.0271 

(Af, 1), = — 0.0212 , (Af. 2), = — 0.5417 , (Af,2), = ■+■ 0.0158 

(Af. 2) 2 = +• 0.0271 , (Af , 3) : , = — 0.5417 , (Af.l)» = — 0.0316 

fl = 0.8840 

(/.Af) = - 0.5437 , (II,M) = - 0.5417 , (///.Af) = - 0.5576 
S = 0.3000 
P = 1.712 

für das Gewicht des Winkels (2),.' Hier finden wir wieder die Gewichte 
der beiden berechneten Winkel grösser als das Gewicht der beob- 
achteten, und zwar das des Einen im Verhältnis wie 

1 : 1,554 . • 

und das des Anderen wie • 

1 : 1,142 
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30. 

Ferner wird 

log(1 )(4 ')= log( I )(2)-»-log. sin(1 )j sin j (1 ),+(2),-»-(3),j — log.sin (3) 3 sin (2)» 
Sl = +■ 10.269 3(1)5 — 119.408 <3(t),-|-3(2),-h3(3),| 

— 17.6673(3),— 262.563(2), 
und nach der Elimination von 3(2), 

(AU), = -+- 5.078 , (M, 1 ), = -+• 0.914 , (AM), = — 7.127 

(AU), = + 4.706 . (A/,2)j = + 0.914 , (M, 2), = + 4.152 

'(Af,2), = +■ 7.127 , (A/,3), = — 16.753 , (AM), = -+■ 8.287 

«=517,5 

(1,M) = — 6.969 , (UM) = -+- 0.914 , (I1I,M) = — 3.221 
S = 20.0 
1 > = 0.002010 

für das Gewicht des log. der Seite (1)(5), und dieses Gewicht liegt also 
zwischen den Gewichten der logg, der Seilen (2){3) und (3)(4) nahe in 
der Mitte; es ist grösser wie das Gewicht der kürzeren Diagonale (2)(5). 
Da die Linie (1)(5) die längste ist, die man in der Figur von einem 
Dreieckpunkl zu einem andern ziehen kann, und durch zwei sehr kleine 
Winkel mit den weit kürzeren Dreiecksseiten (1)(3) und (3)(5) verbunden 
ist, so könnte man leicht im Voraus die Ansicht fassen, dass sowohl das 
Gewicht dieser Linie , wie die Gewichte der beiden genannten, anlie- 
genden Winkel sehr klein werden müssten. Die vorstehenden Rechnun- 
gen geben aber ein entgegengesetztes Resultat , und zeigen also , wie 
sehr man sich in solchen, auf keine mathematische Untersuchungen 
gegründeten Ansichten irren kann. 

31. 

Es soll nun angenommen werden , dass ausser den bisher als be- 
obachtet angenommenen Winkeln, auch der Winkel (4){2)(5), der in der 
Figur mit (3), bezeichnet worden ist, beobachtet sei. Diese Annahme 
ftlgt den drei bisher vorhandenen Bedingungsgleichungen eine vierte 
hinzu, die keine andere ist, wie die erste Gleichung des Art. 25. Da die 
Coefficienten der Variationen dieser Gleichung schon dort berechnet wor- 
den sind, so können wir das neue Tafelchen der Differentialquotienten 
sogleich aufstellen, zur einfacheren Behandlung dieser Gleichung sollen 
jedoch alle Coefficienten derselben mit der Zahl 40 dividirt werden. 
Somit erhalten wir das folgende Täfelchen. 
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r 

$ 

9 Mi, 

t (Ern. 

llrl'l). 

log qtr.IV), 

9 (r./K), 


1 

"T' 

— 

— 

— 

. ‘ 

i 

8 

3 

2 

■ 1 

1 



— 

9.51 708n 
0.33(89 

-0.3289 

+8.1592 

1 

8 

3 

3. 

1 

. • r 

1 

9.5b028n 

9.40947 

— ‘0.3550 
+0.2567 

1 

i 

— 

i 

— 

0.02411 

+ 1.0571 

2 


— 


t 

0.02411 

+1.0571 

t 

5 

- 

. - 1 

1 

9.58255 

+ 0.3824 


Hieraus bekommt man folgende Werthe der CocfGcienten der End- 
gleichungen, 

(/,/) = 3 , (1,11) = 0 , (Uli) = 0 , (UV) = 0 

(//,//) = 3 . (11,111) = 0 , (II, IV) = + 0.9849 
(111, Ul) = 3 , (111, IV) = + 1.0845 
(1V.IV) = 7.3434 

und diese geben 

(2), = 0. ' (3), = 0 , . (4), = 0 

(3)1= 0. (4), = — (9.51627) 

(4), = — (015584 1) 

(1,1) = 3 , (//,//. 1) = 3 . (111,111,2) = 3 . (IV, IV, 3) = 6.6281 


, 32. 

Es ist klar, dass hierauf die Gewichte der Stücke dos Dreiecks 
(1)(2)(3) sich nicht andern können, da dieses Dreieck an der hinzuge- 
kommenen Bcdingungsgleichung keinen Theil hat. Untersuchen wir aber 
die Gewichte einiger anderen Winkel und Seiten. Zuerst soll das Ge- 
wicht des Winkels (3)j berechnet werden. Hiefiir wird 

(M, 3)a = 1 , R= 1 , (IV, U) = (IV,M,3) = + 2.1592 
S = 0.7034 , P = 3.372 

Dieses Gewicht hat sich durch die hinzugekommene Bcdingungsgleichung 
im Verhältnis von 

1 : 1,421 

vergrössert. 

33. 

Für das Gewicht von (3) 4 könnten wir jetzt die Gleichung 
• t)(3)i = <1(3)2 + 3(1 )< + 3(2 )j ■+ 3( 1 ).i 
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anwenden, aber es ist eben so richtig, und einfacher dieselbe Gleichung 
anzuwenden, die im Art. 26 nach der Elimination von <J(3)i gedient hat, 
auch hier zu gebrauchen. Alle dort berechneten Zahlen bleiben bis auf 
S und P dieselben, es kommt aber 

(IV, M) = •+■ 1 .3049 
hinzu, und hiemit werden 

(I,M) = 0 , (II, M, 1 )- = -+- 0.5438 , (IHM, 2) = - 4 - 1.4977 
wie dort, hingegen 

- (IV, M, 3) = + 0.5849 , S = 0,8979 
P = 2.682 

im Verhültniss von 

I : 1.138 ' 

grösser wie vorher. ' ' 

34. 


Berechnung des Gewichts des Winkels (2)?. 

(M, 2), = l,fi*sl, (UM) = 1 , (IV M) = — 0.3289 
(UM. I) = 1 , (IVM, 3) = — 0.6572 , S = 0.3985 
P = 1.663 

im Verhültniss von 

1 : 1.108 

grösser wie vorher. 

35. 

Gewicht des Winkels (1 ) 4 . 

(M,l) 4 = 1 , R = 1 , ( !1,M ) = 1 , (IVM) = -+- 1.0571 
(UM, 1) = 1 . (IVM, 3) = + 0.7308 , S = 0.4139 
P= 1.706 

im Verhältniss von 

1 : 1.137 

grösser wie vorher. 

36. 

Gewicht der Seite (2)(5). Zu den Zahlen des Art. 27 kommt 
(IV,M) = — 49.52 
hinzu, und es werden demzufolge 
(IM) = — 8.293 , (II,M, t) = — 34.126 , (III M 2) = — 72,660 
fi = 2800.6 
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gleichwie a. a. 0., aber ausserdem 

(/V,if,3) = — 12.04 

und hiemit bekommt man , 

S == 2193.0 
P = 0.001646 

im Verhallniss von 

1 : 1.03C 

grosser wie vorher. ■ • , 

37. 

. , . I ,* 

Gewicht der Seite (4)(5). Ausser den Zahlen des Art. 22 wird 
hier noch 

{IV, M) = — 29.1 3 , [IV, il, 3) = — 28.73 
S = 147.9 
1» = 0.000967 " 

im Verhallniss von 

1 : 1.120 

grosser wie vorher. Man sieht hieraus, dass die neu hinzugekommene 
Bedingiingsgleichung alle Gewichte vergrOssert. und im gegenwärtigen 
Falle ist die Vergrüsserung am Ansehnlichsten bei dem Winkel (3)j, der 
als beobachteter Winkel hinzugekommen ist. 1 ' 

, ‘ 38. 

Nehmen wir jetzt an, dass ausser den bisher als beobachtet be- 
trachteten Winkeln, auch der Winkel (2)(5}(3) = (3)., beobachtet wor- 
den ist, und untersuchen wir wieder die Gewichte die hieraus hervor- 
gehen. Die neue Bedingungsgleichung ist nun 

0 = 0(3), +- 6(1)» +- 6(2), -i- 6(1 )j - 6{ 3), 
und das Täfelchen der Differenlialquotienten wird in Folge dessen 
das folgende 


r* 

s 

«( r-l). 

9 ir.ll), 
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Die Coefficienten der Kndgleichungen , die hieraus folgen, sind in 
der folgenden Tafel zusammengestellt. 


• 

(■'./) 

<i,m 

«,/tfl 



UM 

d.n 

I 

3 

0 

0 

0 

0 

11 

III 

IV 

V 


3 

0 

3 

-f- 0.9849 
-+- 1.0845 
7.3434 

-4- 1 
+ 2 

+ 4.0558 
5 


und hieraus bekommt man 

(2), = 0 , (3), = 0 , (4), = 0 , - (5), = 0 

(3)i = 0 , (4)j = — (9.31627), (5> 2 = — (9.52288) 

(4)j= —(9.338 11), (5)»= — (9.82391) 

(5) 4 = — (9.73346) 

(/,/)=3, (//,//, 1)=3, (///,7//,2)=b 3, (/V,/V,3)= 6.6281 , (V, V,4)= l .3731 

39. 

Es sollen jetzt wieder die Gewichte derselben Stucke des Netzes 
berechnet werden, wie im vorhergehenden Falle. 

Gewicht des Winkels (3}j. Zu den Zahlenwerthen des Art. 32 
kommt hinzu 

(V,M) = I 

und hieraus folgen 

( V.iW, 4) = — 0,1742 , S = 0,7255 
P = 3.644 

im Verhaltniss von 

1 : 1.081 

grösser wie vorher. 

40. 

Gewicht des Winkels (3)s. Hieftlr bekommen wir jetzt, nachdem 
dieser Winkel zu den beobachteten gehört, 

(M,3) 5 = 1 , ß = 1 , (V,M) — (V,MA) = — 1,5= 0.7283 
P = 3.681 

im Verhältniss von 

1 : 1.373 

grösser wie vorher. 
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41. 

Gewicht des Winkels (2)j. Hier findet man ausser den Ziihlen- 
werthen des Art. 34 

(V,äf) = 0 

(V,M, 4) = +• 0.0240 , S = 0.3989 
P = 1.064 

Der Zuwachs dieses Gewichts ist sehr klein. 


42. 


Gewicht des Winkels (1) 4 . Zu den Zahlenwerthen des Art. 35 
kommt hinzu 

(V,M) — 1 

(P,Jf,4) = -t- 0.2702 , S = 0.4071 
P = 1.877 


im Verhaltniss von 


1 : 1.100 


grösser wie vorher. 


43. 

Gewicht der Seite (2)(5). Zu Art. 36 kommt hinzu 
(V,M) = — 74.48 
(V,M,4) = — 8.11 . S = 2240.9 
P =s 0.001786 


im Verhaltniss von 
grösser wie vorher. 


1 : 1.086, 


44. 

Gewicht der Seite (4)(5). Zu den Zahlen des Art. 37 kommen hinzu 
(V.Af) = — 28.46 
(V,M, 4) = — 12.10 . S = 254.5 
P = 0.001078 

im Verhaltniss von 

1 : 1.115 

grösser wie vorher. Die zweiseitige Beobachtung der Diagonale hat 
also hier die Gewichte , die aus der einseitigen Beobachtung derselben 
hervorgehen, mit Ausnahme des Gewichts der hinzngekommenen Beob- 
achtung, nur wenig vergrösserl. 
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45. 

Um endlich auch die Wirkung einer Bediugungsgleichung numerisch 
darlegen zu können, in welcher sehr kleine Winkel Vorkommen, soll 
noch angenommen werden, dass der Winkel (5)(1)(3) = (2)i gemessen 
worden ist, welcher nach dem Art. 28 nur 5° 23' betrögt. 

Die Bedingungsgleichung, die hieraus entsteht, ist schon im Art. 28 
anfgestelll, und das neue Täfelchen der DitTcrentialquotienten wird da- 
her, nachdem die neue Bedingungsgleichung mit der Zahl 200 dividirt 
und d(2) 4 daraus eliininirt worden ist, das folgende. 


r 
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9 (<*.//), 
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log»(r./r),' 

9 (r./K). 
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9.55028h 
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0.1 1819 

+ 1.3128 
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0.02411 

+ 1.0571 
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— 0.0383 
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1 

9.58255 

+ 0.3824 

' 

8.88358 

-t- 0.0765 
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. 

— 

■ — 
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— • 


Zu den Coefficienten der Endgleichungen des Art. 38 kommen jetzt 
die folgenden hinzu. 

(/.V/j = -+- 1.3172 , {II. VI) = + 1.3128 , (III, VI) = -+- 1.3510 
{IV, VT) = - 0.0492 , (F.F/) = -i- 0.1040 , (VI, VI) = 11.063t 

und die für die folgenden Rechnungen erforderlichen Hulfsgrüssen sind 
in vollständiger Zusammenstellung die folgenden. 

(5),= 0, (6),=s— (9.64254) 

(3)j=0,(4)j= — (9.31 627), (5)i= — (9.52288),(6) 2 = — (9.C41 07) 

( 4 ),=— (9. 55811), (5),=— (9.82391 ),(C),=— '9.65354) . 

(5),=— (9.73546), (6) 4 =-»-(9.1 6475) -. • 

(6) i= +(9.71209) 

(1,1) = 3 , (//,//, 1) = 3 , (111,111,2) = 3 

(IV, IV, 3) = 6.6281 , ( F, F, 4) = T.373I , (F/.F/.5) = 8.7956 

, 46. , 

1 * • 

Berechnen wir nun wieder die Gewichte derselben Stücke des 

Dreiecksnetzes, wie vorher, aber mit Hinzufügung der Stücke des Drei- 

ecks (1)(2)(3). 

Abhandl. 4. K. S. Geselltch. d. WiafteBSft». XIV. 3 
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i Gewicht des Winkels (4)|. Hier erhallen wir 
Sl = (>(4), , (M. 4), = 4 

und alle übrigen Grössen dieser Gattung sind Null. 

Ferner 

H = I 

(AM) = I . (VAM) = — 0.0469 

und hieraus 

( VAM. 5) = — 0.4859 , S = 0.3601 
P = 1 .563 

im Verhaltniss von 1 : 1.042 grösser wie das ursprüngliche Gewicht. 

I* * . 

47. 

Gewicht des Winkels \ . 

(M.\)i = I , (AM) = 1 , (VAM) = -+- 0.0513. H = 1 
(VI. M, 5) = — 0.3877 , S = 0.3504 
P = 4.540 

im Verhaltniss von I : 1.037 grösser wie das ursprüngliche Gewicht 
Es ist leicht einzusehen , «lass die Gewichte dieser beiden Winkel durch 
die hinzugekommene Beobachtung des Winkels (2), nicht sonderlich ver- 
grössert werden können. 

. ' ' 48. 

Gewicht des Winkels <3) 3 . Man findel hier 
(M, 3)a = I , (AM) = 1 . ( VI. M) = + 1.3128 , R = 1 
(VAM, 5) =+• 0.8738 , S = 0.4201 
P = 1.725 

im Verhaltniss von 1 : 4.4 50 grösser wie das ursprüngliche Gewicht. 
Die Vcrgrösserung dieses Gewichts ist schon bedeutender, wie die der 
beiden vorher betrachteten. 

49. 

Gewicht des hinzugekommenen, beobachteten Winkels (2\. Hier sind 
" (M.2)i = 1 . (VAM) = ( VAM. 5) = + 2.4233 
R = 4 , S = 0.6676 
P = 3.009 

ini Verhaltniss von 1 : 1.758 grösser wie das ursprüngliche, im Art. 29 
berechnete. Gewicht. Die Vcrgrösserung des Gewichts dieses kleiuen 
Winkels ist also bedeutend. 
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• 50. 

Knüpfen wir hieran sogleich die Berechnung des Gewichts des bis 
jetzt noch nicht beobachteten Winkels (2)j, der zufolge der Art. 28 = 4“45’ 
ist. Wir könnten hier zur Berechnung die Gleichung für /2= 3(2),= etc. 
des Art. 28 anwenden, allein es ist einfacher sich der folgenden zu 
bedienen, 

fl = 3(2), + 3(1', -+- 3(2), + 3(3), 
die auf einfache Weise aus dem Dreiecke (1)(3)(5) entspringt. Diese 
Gleichung giebt 

(Af,2), = 1 . (M. t ) 3 = 1 , (.tf.2), = 1 , (M, 3), a* 1 . R = 4 
Ferner 

(I,M) = 1 , (Il.M) = 1 , {IHM) = 1 ,,(IV.M) = — 0.0983, (V.M) = 0 
(VI, M) = -+■ 6.3617 • ! ; • 

und hieraus 

(II.M.i) = I , (III. M, 2) = 1 , (/VJf,3).= — 0.7881, 

' (V.M, 4) = — 0.5715, ( VI.M,S) = -t- 4.6251 , S = 3.7636 
P = 4.231* 

im Verhältniss von 1 : 1.814 grösser wie das im Art. 28 berechnete 
ursprüngliche Gewicht dieses Winkels. Zu bemerken ist hier, dass wie- 
der nicht nur das Gewicht des berechneten Winkels (2)i grösser ist wie 
das des beobachteten (2), , sondern das Verhältniss der Vergrösserung 
desselben grösser ist. wie das jenes. 

51. 

Zur Berechnung des Gewichts des log. der Seite (1)(5) dient wie- )' 
der die im Art. 30 erhaltene Gleichung, nachdem die Variation 3(2) 5 
daraus eliminirt worden ist. Dieses ist a. a. O. schon geschehen, und 
die dortigen numerischen Werthe gelten auch hier, nur dass 
(IV.M) = — 8.748 , (V,M) = — 11.262 , (VI. M) = — 21.320 
hinzu kommen. Es werden nun hier 

(I,M) = — 6.969 , (II,S f,1) =•+• 0.914 . (III, M i) = — 3.221, 
(IV,M,3) = — 7.884 , (V,Jf, 4) 5.133 , (VI.M, 5) = — 21.009 

S = 98.7 
P = 0.002388 

Dieses Gewicht hat sich im Verhältniss von I : 1.188 gegen das a. a. O. 
berechnete vergrössert. Also ungeachtet der kleinen Winkel, auf welchen 
die neu hinzugekommene Bedingungsgleichung beruht, hat diese doch 

3 *■ 
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wesentlich zur Vergrösserung der Gewichte der zunächst damit in Ver- 
bindung stehenden Dreiecksstiickc beigetragen. 

52. 

Gewicht des Winkels (3) s . Zu den Zahlenangaben der Artl. 32 und 
39 kommt hinzu ' . ' 

(VI, M) = 0 

und hiemit werdeu 

(WM, 3) = + 2.1592 , (F.Jf.4) = - Ü.I742, (VIM.ä) = + 0.2257 

S = 0.7313 
P = 3.726 

und das Verhältnis der Vergrösserung von P gegen die Bestimmung 
des Art. 39 wie 1 : 1.022. 

53. 

Gewicht des Winkels (3) 5 . Zu den Zahlenwerthen des Art. 40 
kommt hinzu 

(VI, M) = 0 

und hiemit 

(V,M. 4) = — 1 , (V/.A/.5) = — 0.5154 
S — 0.7585 
P = 4.141 

mit dein Vergrösserungsverhallniss 1 : t.125 gegen die Bestimmung des 
Art. 40. 

54. 

Gewicht des Winkels (2) 2 . Zu den Artt. 34 und 41 kommt hinzu 
(VI, M) = — 0.0658 

also 

(1I,M,\) = 1 , (IV. M, 3) = — 0.6572, (V,M,i) = 0.0240 

(VI, M, 5) = — 0.5871 . S = 0.4381 
P= 1.780 

mit dem Vergrösserungsverhallniss 1 : 1.070 gegen die Bestimmung 
des Art. 41. 

55. 

Gewicht des Winkels (l)<. Zu den Angaben der Artt. 35 und 42 
kommt hinzu 
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(V/,A/j = -+- 0.0638 

also 

(11, MA) = I , (/V,A/,3) = -I- 0.7308 , (V,AJ,4) = -+- 0.2702 
(VI, M, 5)= — 0.1260 , S = 0.4689 
P = 1.883 

mit dem Vergrösserungsverhällniss I : 1.003 gegen die Bestimmung des 
.Art. 42. . 

. > ' ’> •» . r ; ' * " ' ’l 

56. 

. i a 

Gewicht des log. der Seite (2)(5). Zu den Artt. 36 und 43 kommt 

hinzu 

(VI, M) = — 60.68 

also 

(I.Mj = - 8.293, (11, M,i) = - 34.126, (III, M, 2) = — 72.660 
(/V.il/,3) = - 12.04, (V,Jtf,4) = — 8.1 1 , (VI, M, 5) = — 14.97 

S = 2266.4 
P = 0.001872 

Vergrösserungsverhällniss 1 : 1,048, gegen die Bestimmung des Art. 43. 

57. 

Gewicht des log. der Seile (4)(5). Zu den Artt. 37 und 44 kommt 

hinzu 

(VI, M) = — 7.91 

hiemil 

(/,-Afj = — 8.29, (ll,MA) = 0 . (III M,i) = - 1.10 
(/V.A/,3) = - 28.73, (V A/, 4) = - I2.t«, (V/,A/,Sj = - 14.21 
S = 277.5 
P = 0.001106 

Vergrösserungsverhällniss I ; 1.026 gegen Art. 44. 

58. 

Schliesslich soll iingcnommcn werden . d.iss auch der Winkel (2)» 
beobachtet worden ist, wodurch den bisherigen ßcdingungsgleichungen ' 
die folgende hinzugefugt werden muss. 

(2)i + (1)j -f- (2)j + (3)j -4- (2)s = 180° 

Die Tafel des Art. 45 bekommt in Folge dessen die folgende Zusalz- 
columne. 
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Zu den Coeflicienten der Endgleichungen kommen hinzu 
(I.VII) = i . {II, Vit) = 1 , (III, VII) = 1 , IV, Vir = — 0.0983 
( V, VII) = 0 , (VI, VII = + 6.3017 , (VII, VII) = 5 
und zu den Hulfsgrössen die folgenden 

(7), = — (9.52288) , (7)j = — (9.52288) , (7), = — (9.52288) ' 
(7), = -+- {9.07519) , (7) s = -+■ (9.61924) , (7), = — (9.72084) 
(VII, VII, 6) 1.2366 

Es sollen nun wieder die Gewichte derselben Dreiecksstucke be- 
rechnet werden wie vorher. 

59. 

Gewicht des Winkels (1)/. Zu den Zahlenangaben des Art. 46 
kommen hinzu 

(47/, M) = 0 , (VII, M, 6) = — 0.0778 
S = 0.3650 
P = 1.575 

Vergrösserungsverhältniss 1 : 1 .009. gegen die Bestimmung des Art. 46. 

60. 

Gewicht des Winkels (1) 2 . Zum Art. 47 kommen hinzu 
( VII, M; = 0 ; (V1I,M, 6) = - 0.1295 
S = 0.3640 
P = 1.572 

Vergrösserungsverhältniss 1 : 1.021, gegen Art. 47. 

61. 

Gewicht des Winkels (3) a . Zum Art. 48 kommen hinzu 
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(VII, M) = < . (VII, MS) = + 0.2073 
S = 0.4549 

P = 1.834 • 

Vergrösserungsverhältniss I : 1.064 gegen Art 48. 

62. 

Gewicht des Winkels (2) t . Zum Art. 49 kommen hinzu 
(VII, M) = I , ( VII, M, 6) = - 0.2742 

S = 0.7284 . • ;i 

P = 3.682 ' . ; : . 

Vergrösserungsverhältniss 1 : 1.223 gegen Art. 49. 

63. 

Gewicht des hinzugekommenen, beobachteten Winkels (2) 5 . Zum 
Art. 50 kommen hinzu 

(VII.M) = (VII MS) = 1 
S = 0.8088 
P = 5.230 

Vergrösserungsverhältniss 1 : 1.266, gegen Art. 50. 

64. 

Berechnung des Gewichts des log. der Seite (1)(5). Zum Art. 5t 
kommen hinzu 

( V11,M ) — — 14.925 , (VII, MS) = — 3.859 
S = 110.7 
P = 0.002458 

Vergrösserungsverhaltniss 1 : 1.030 gegen Art. 51. 

65. 

Gewicht des Winkels (3)j. Zum Art. 52 kommen hinzu 
(VII, M) = 0 , (VII, MS) = -|- 0.0656 
S = 0.7347 
P = 3.770 

Vergrösserungsverhaltniss 1 : 1.012 gegen Art. 52. 

■ i . 

66 . 

Gewicht des Winkels (3) 5 . Zum Art. 53 kommen hinzu 
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(VII, M) = 0 . (V///M.6) = — 0.1452 
S = 0.7756 
P = 4.457 

Vergrösserungsverhaltniss 1 : 1.076 gegen Art. 53. 

67. 

Gewicht des Winkels (2),. Zum Art. 54 kommen hinzu 
(VII, M) = 0 , (VII. MG) = +• 0.2405 
S = 0.4849 
P = 1.94t 

Vergrösserungsverhaltniss 1 : 1.091 gegen Art. 54. 

68 . 

Gewicht des Winkels (I),. Zum Art. 55 kommen hinzu 
(VII, M) = 0 , (VII, M, 6) = 0.2654 

S = 0.5259 
P = 2.109 

Vergrösserungsverhaltniss 1 : 1.120 gegen Art. 55. 

69. 

Gewicht des log. der Seite (2)(5). Zum Art. 56 kommen hinzu 
(VII, M) = — 43.82 , (V.M.6) = — 2.39 
S = 2271.0 
P = 0.001888 

Vergrösserungsverhaltniss 1 : 1.009 gegen Art. 56. Ich habe die Be- 
rechnung dieses Gewichts eben so behandelt, wie die der Übrigen Ge- 
wichte. Es liegt hier die Differentialgleichung des Art. 27 zu Grunde, 
in welcher die Variationen derjenigen Winkel eliminirt worden sind, die 
dort zu den nicht beobachteten zahlten. Allein hier hatte auch die 
Gleichung 

Jl - -+■ 9.3743(1), — 12.156 (3{1)i ■+■ 3(2), j 
— 17.6673(3), — 40.396 3(3) s 

desselben Artikels angewandt werden können, da jetzt alle in derselben 
vorkommenden Winkel zu den beobachteten zahlen. Um die Ueberein- 
stimmung der auf beide Arten berechneten Resultate zu zeigen, soll hier 
noch dasselhe Gewicht mit Zugrundelegung der vorstehenden Gleichung 
berechnet werden. Man bekommt jetzt 
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(JU), = + 9.374 , (Jf, 3), = - 17.667 
(Jf, 1), = — 12.156 , (Jf, 3), = — 40.396 
(Jf, 2} s = — 12.156 , 
und hieraus zuerst 

R = 2327.3 


ferner 

'(/.Jf) =— 8.293, (V,Jf) = + 40.396 

(Jf, Jf) = — 12.156 , (V7,Jf) = — 55.56 

(///Jt#) = — 12.156 , [VII, M) = — 41.979 

(/V.Jf) = + 1.195 

und hieraus 

(//,Jf,1) = — 12.156 , ( V, Jf ,4) = + 47.341 

(///,Jf,2) = — 12.156 , [VI, M, 5) = - 15.327 

,(/V,Jf,3) = + 9.580 , ( V//,Jf,6) = — 2.212 
S = 1797.8 
/» = 0.001888 


wie oben. 


70. 

Gewicht des log. der Seite (4)(5). Zum Art. 57 kommen hinzu 
[VII, M) = — 3.47 , { V//.J/.6) = - 1.33 
S = 278.9 
/> = 0.001107 

Vergrösserungsverhällniss 1 : 1.001 gegen Art. 57. 

71. 

Ich werde nun noch die Gewichte der Seiten (2)(3) und (3)(4) mit 
Zuziehung aller Bedingungsgleichungen berechnen, die ursprünglich 
zwar aufgenoinmen, aber weiterhin übergangen worden sind. 

Gewicht des log. der Seite (2)(3). Die Grundgleichung und der 
Werth R = 400.1 bleiben wie im Art. 20, und ausserdem ergeben sich 
(/.Jf) = — 8.29 . [VI Jf) = — 23.64 , [VII, U) = — 17.67 
woraus 

(V7,Jf,5) = — 20.00 , (l7/,Jf,6) = — 4.40 
S = 84.1 
V = 0.003164 

hervorgehen. Das Vergrösserungsverhältniss wird 1: 1.1 93 gegen Art. 20. 
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72. 

Gewicht des log. der Seite (3)(4). Die Grundgleichung und der 
Werth li = 746.5 bleiben wieder wie inj Art. 21, und ausserdem er- 
geben sieh 

(I.M) = — «.29 , (/V, j M) = — 18.24 . (Y.M) = — 13.16 
.(VI, M) = — 25.38 , (Y1I.M) — — 17.G7 
woraus die Wcrthe 

(IV.M. 3) = — 18.24 . (Y.M, 4) = - 3.24 
.(V/.M.S) = — 26.08 . (V//,,1/,6)= — 4.72 
S = 176.3 
P = 0.001754 

hervorgehen. Das Vergrösserungsverhaltniss wird 1 : 1.269 gegen Art. 2 1 . 


73 . 


Im Vorhergehenden sind mit Ausnahme der beiden oben berech- 
neten Gewichte die Vergrösserungsvcrhaltnisse von Stufe zu Stufe an- 
geselzl worden , hier sollen dagegen dieselben aus den ursprünglichen 


und den schliesslichen Werthen berechnet angesetzt werden , um die 
volle Wirkung der angeführten zwei Diagonalen in das ursprünglich be- 
trachtete Dreiecksnetz erkennen zu können. 


Winkel 

Ursprüngliches 

Gewicht 

Schlicssliches 

Gewicht 

Vergrösse- 

rungs- 

verhältniss 

(♦>., 

Art. IR 

1.5, 

Art. 

59 

1.575 

4 

1.050 

(1)2 

- 18 

1.5, 

- 

60 

1.572 

i 

1.048 

(3)a 

- 18 

1.5, 

- 

61 

1.834 

i 

1.222 

(*). 

- 20 

1.712, 

- 

62 

3.682 

1 

2.150 

(*)» 

- 28 

2.331, 

- 

63 

5.230 

.1 

2.244 

(3)i 

- 25 

2.372, 

- 

65 

3.770 

1 

1.589 

(■3)a 

- 26 

2.356, 

- 

66 

4.457 


1.891 

(*>i 

- 18 

1.5, 

- 

67 

1.941 


1.294 

( 1)4 

- 18 

1.5, 

- 

68 

2.109 


1.406 

Seilen 








log. (1/(5) 

- 30 

0.002010, 

- 

64 

0.002458 

4 

1.223 

- ( 2 ) ( 5 ) 

- 27 

0.001588, 

- 

69 

0.001888 

■ 4 

1.189 

- (*) ( 5 ) 

- 22 

0. 000863, 

- 

70 

0.001107 

4 

1.283 

- (3) (4) 

- 21 

0.001382, 

- 

72 

0.001754 

4 . 

1.269 

- (*> (3) 

- 20 

0.002652, 

- 

71 

0.003164 

4 

4.193 
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Man erkennt hieraus ohne Weiteres, auf welche Dreiecksstucke die 
Beobachtung der zwei Diagonalen eine grössere oder kleinere Wirkung 
ausgeUbt hat. Es Hesse sich in der Figur noch eine Diagonale ein- 
führen, aber da ich meine, dass die bisher betrachteten dem Zwecke 
gnugen, so unterlasse ich dieses. 

74. ’ . : ' * 

Wir können aus dem Vorhergehenden schon einige Schlüsse ziehen, 
die allgemein statt finden. 

1) Jede neu hinzukommende Bedingungsgleichung vergrössert die 
Gewichte, sei sie eine Winkel- oder sei sie eine Seitengleichung, und 
seien die Coefficienten derselben wie sie wollen. 

2) In- Folge dessen ist nicht unbedingt uolhwendig in jedem Drei- 
ecke alle drei Winkel zu messen, wenn nur statt der fehlenden Winkel- 
gleichungen eine entsprechende Anzahl von Seifengleichungen \ orhan- 
den sind. 

3) Wo keine Diagonalen eingeschnitten werden können,- ist die 
Messung aller drei Winkel jedes Dreiecks unerlässlich. 

4) In den Bedingungsgleichungen sind die kleinsten Winkel zulässig. 

5) Seitengleichungen mit sehr kleinen Winkeln üben auf die Ver- 

grösserung einiger Gewichte grossen Einfluss aus , der Einfluss Über- 
haupt erstreckt sich aber nicht weit über den Bereich der Bedingungs- 
gleichung hinaus. ' 

6) Seitengleichungen ohne sehr kleine Winkel vergrössern im All- 
gemeinen die Gowichte der Winkel, von welchen sie abhangen, weniger, 
ihre Wirkung erstreckt sich aber auf einen grösseren Theil des Dreiecks- 
nelzes. 

7) Zwei einseitig beobachtete Diagonalen wirken in der Regel vor- 
theilhafter ein, wie eine zweiseitig beobachtete. 

3} Da die Gewichte der Dreiecksseiten abnehmen, je weiter sie von 
der Grundlinie entfernt liegen , oder je mehr Dreiecke bei ihrer Berech- 
nung zu durchlaufen sind, so ist es von bedeutendem Vortheil, in ange- 
messenen Entfernungen von einander, so viele Grundlinien zu messen, 
wie die Umstande zulassen. 

75.. . 

Wir wollen jetzt die drei an einander gereihten Dreiecke der fol- 
genden Figur betrachten. 
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Die Winkel, die eben so bezeichnet sind, wie in der vorhergehenden 
Figur, sollen hier die folgenden Werthe haben. 

(1), = 66», (2)j = 33», (I), = 60» 

(l)i = 64 , (2) s = 10, (2)< = 50 

(3)s = 50 , (1)« =137, (l)s = 70 

76. 

Die Bedingungsgleichungen und deren Diflerenlialquotienten wer- 
den nun wieder dieselben wie im Art. 16, nemlich die letzteren: 
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Die Divisoren werden auch dieselben, nemlich : 

(/,/) = 3 , ( 11 , 11 ) = 3 , ( 111 , 111 ) = 3 
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und die Gewichte aller Winkel erhallen wieder den gemeinschaftlichen 
Werth 1,5. Da das erste Dreieck der vorstehenden Figur dieselben 
Winkel hat , wie das erste Dreieck der Figur des Art. 1 5, so wird wie- 
der das Gewicht des log. der Seite (2)(3) eben so wie im Art. 20, nemlich 

= 0.002652 

aber die Gewichte der Seiten der anderen Dreiecke werden anders. 

77. 

Gewicht des log. der Seile (3)(4). Die Grundgleichung ist dieselbe 
wie im Art. 21, aber die numerischen Werlhe der Differentialquotienten 
werden zum Theil anders, und zwar 

Jl = 4 - 9.380(1), 4 - 32.430(2)! — 17.670(3), 4 - 22.580(1), 

Hier bekommt man also 

(M, 1 ), = -t- 9.38 , (M.3), ±= - 17.67 
= -t- 32.43 . (AU)« = -l- 22.58 
ft = 1961.4 

ferner 

(l,M) = — 8.29 , (II, M) = -I- 55.01 , (IHM) = 0 
S = 1031.9 ‘ - 

P = 0.001076 

Vergrössernngsverhältniss 1 : 0,779 gegen Art. 21. Das Gewicht der 
oben genannten Seite (3)(4) der Figur des Art. 75 ist also wesentlich 
kleiner, als das Gewicht der gleichbenannten Seite der Figur des Art. 1 5. 

78. 

Gewicht des log. der Seile (4)(5). Die Grundformel ist hier die des 
Arl. 22. und die Differentialgleichung derselben wird jetzt 
Jl — 4 - 9.380(1), 4 - 32.430(2), 4- 12.160(1), 

—17.670(3), + 22.580(1) 4 4- 7.670(1)5 

also 

(AU), = 4- 9.38 , (A/,3), = — 17.67 ) 

(M, 2>, = 4 - 32.43 , (Af; l) 4 = 4 - 22.58 . 

(AU)» = 4- 12.16 , (A/,1) 5 = - 7.67 
ft = 2168.0 

(I,M) = — 8,29 , (II, M) = 4 - 55.01 , (III, M) = 4-4.49 
S = 1038.6 . \ 

P = 0.000813 
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Vergrösserungsverhältniss 1:0,942 gegen Art. 22. Das Gewicht wird 
also hier wieder kleiner als das der gleichbenannten Seite der Figur des 
Art. 1 5, das Verhällniss der Verkleinerung ist jedoch nicht so gross, wie 
im vor. Art. 


79. 

Wir wollen jetzt die Verhältnisse des zweiten Dreiecks der Figur 
des Art. 75 so ändern, dass der Winkel (2), grösser wird. Es seien 
nun die zwei Winkel dieses Dreiecks 

{2}, = 75" . (I), = 95" 

während alle übrigen Winkel unverändert bleiben. Untersuchen wir 
jetzt die Gewichte der beiden vorher betrachteten Seiten. 

80. 

Gewicht des log. der Seile (3)(4). Die Differentialgleichung wird jetzt 
Ji= - 1- 9.380(1), -+- 5.640(2), — 17.670(3), -l- 1.840(1), 

‘ also 

(Jtf.l), = -1- 9.38 , (Jf.3), = —17.67 

(Af,2), = ■+■ 5.64 , (A/.1), — •+■ 1.84 
ß = 435.3 

' (/.Af) = — 8.29 , (//.Af) = -+- 7.48 , (///.Af) = 0 
S = 41.6 
P = 0.002540 

Vergrösserungsverhältniss 1 : 1.838 gegen Art. 21. Das Vergrösserungs- 
verhältniss ist also hier bedeutend im Vergleich mit der Figur des Art. 1 5. 

v ' 

81. 

Gewicht des log. der Seite (4)(5). Die Differentialgleichung wird 

■ jetzt 

JL = + 9.380(1), -+- .5.640(2), 12.160(1), 

— 17.67d(3), -f- 1.840(1), — 7.670(1), 

also 

(Af, 1 ), = + 9.38 , (Af,3), = — 17.67 

(A/,2), = -t- 5.64 , (Af. 1), = -f- 1.84 

(Af. 1), = -+- 12.16 . (A/,1) s = — 7.67 

ß = 641.9 

(/,A/i = — 8.29 , (//,.♦/) = -i- 7.48 , (III, M) = + 4.49 
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■ 1 . 

S = 48.3 
P = 0.001685 

Vergrö,sserungsverhällniss 1 : 1,952 gegen Art. 22. Also auch das Ge- 
wicht dieser Seite hat im Vergleich mit dem der gleichbenannten Seite 
der Figur des Art. 1 5 eine bedeutende Vergrösserung erhallen. 


82. 

Wir können aus den vorstehenden Untersuchungen einen wichtigen 
Schluss ziehen. 

«Die alte Vorschrift, dass in den an einander gereihten Dreiecken 
«eines Dreiecksnetzes kein Winkel Vorkommen dürfe, welcher kleiner als 
«24° oder bez. 30° ist, ist einer bedeutenden Erweiterung fähig.» 

Und zwar: 

«In an einander gereihten Dreiecken ist auch der kleinste Winkel 
«statthaft, vorausgesetzt dass in demselben Dreieck kein zweiter einiger 
«Maassen kleiner Winkel vorkomrnl, und sich die Fortsetzung des Drei- 
ecksnetzes an die längere Seite knüpft.» 

Dieser Satz gilt auch dann wenn mehrere Dreiecke, die Einen klei- 
nen Winkel enthalten, an einander gereiht sind. 


83. 

Um den Nachtheil mehr hervor zu heben, welcher entsteht, wenn 
ein angereihtes Dreieck zwei kleine Winkel hat, und man zugleich die 
Fortsetzung des Netzes an die kleinste Seile knüpft, soll das folgende 
Beispiel dienen. 

Denkt man sich in der nachfolgenden Figur vorläufig die Seite (2)(5) 
weg. so besteht sie wieder aus drei an einander gereihten Dreiecken, in 
welchen die Winkel die folgenden Werlhe haben. 

(i), = gg", (2}j = 5», ' (t), = 

(4)* = 64, (2) 3 = 1ä, (2), = 107 

(3), = 50, (1) 4 = 160 , (1)j = 18 

Es wird nun wieder das Gewicht jedes Winkels = 1,5, und da 
das erste Dreieck dieselben Winkel hat, wie in den vorhergehenden Fi- 
guren . so wird auch wieder das Gewicht des log. der Seite (2)(3) = 
0.002652. Aber die Gewichte der übrigen Seiten werden nun sehr klein. 
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84. 

Gewicht des log. der Seite (3)(4). Dip Differentialgleichung wird jetzt 
Jl = + 9,383(1), + 240.663(2):, — 17.673(3)j + 57.853(1)« 

also 

(ltf.1), = + 9.38 , (Af,3)j = — 17.67 
(Jf, 2) 2 = +240.66 . (Af , 1 ) 4 = + 57.85 
R = 61663 

(I,M) = - 8.29 , (//jf) = + 298.51 , [IHM] = 0 
S = 29726 
P= 0,0000313 

Vergrüsserungsverhalluiss 1:0.023 gegen Art. 21, und dasselbe 
1 : 0.012 gegen Art. 80. 

85. 

Gewicht des log. der Seite (4)(5). Die Differentialgleichung wird jetzt 
Jl = + 9.383(1), + 240. 663(2):, + 14.743(l) 3 
— 1 7. 673(3) j + 57.853(1)4 — 64.803(1),, 


t 
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(jW,4)i = -4- 9.38 , (M,3)j = — 17.67 

{MXh = +240.66 , (M,\), = ■+• 57.85 

(IU), = + 14.74 , (i»/.1) s = — 64.80 

/i = 66080 

(I.M) = — 8.29 , (IIJI) = -+• 298.54 , (III, M) = — 50.06 
vS = 30561 
P = 0.0000282 

Vergrüsserungsverhältiuss I : 0.033 gegen Art. 22, und dasselbe 
I : 0.01 7 gegen Art. 81. 

86. 

Es soll noch das Gewicht der Seite (3,(5) berechnet werden. Die 
Grundgleichung ist hier 

log (3)(5) = log (1)(2) -+- log. sin (I ), sin (2)j sin (2} 4 
— log. sin (3) s sin (1) 4 sin (4)» 

und die Differentialgleichung 

Sl = + 9.38<J( I ) t +240.66<5(2)i — 17.67d(3)j 
+ 57.85d(1) 4 — 6.44d(2) 4 — 64.80d(1) 4 

also 

CM. 4 ), = + 9.38 , (M, 1) 4 = + 57.85 

(M,2)i = +240.66 , (M, 2), = — 6.44 

(Af,3)t sb - 17.67 , (Jf,4) s = - 64.80 

li = 65904 

(UI) = — 8.29 , (II, M) = -+- 298.51 , (111, M) =—71.24 
S — 31418 
P = 0.0000290 

Diese drei Seiten bekommen also im gegenwärtigen Falle sehr kleine 
Gewichte, wie sich voraussehen liess. 

87. 

Es kann von Interesse sein in Erfahrung zu bringen, wie die Ge- 
wichte der Seite (2)(5) und der anliegenden Winkel (3) 2 und (2) 4 im ge- 
genwärtigen Falle beschaffen sind, wenn man die Voraussetzung immer 
noch festhäll, dass diese beiden Winkel nicht beobachtet worden sind. 
Als Vorbereitung zu dieser Rechnung sind, wie weiter oben, zuerst die 
beiden Bedingungsgleichungen aufzustellen, die statt finden wurden, wenn 

Abbaodl. d. H. S. Ucaellacb. d Wiaactueb. XIV. i 


t 
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die gcnannlen Winkel beobachtet wäreu. Diese findet man leicht aus der 
Figur des Art. 83 wie folgt: 

«in [[»,-[»),] »In ift),+;« ) ,]»tn (I), __ _ ^ 
sin (3), sin (t),*in[i<). + (») 4 ] 

(3), -4- (1), -4- (2), -4- (2)3 = 180« 

und die Auflösung der ersten in Bezug auf (3), giebt 

t in\ »in [[< ;. + (»).! «in («),»in<»), 

fl sin(l),»iD.(t) 4 +(3) 4 )+ »in ((<),+(»),] »in(*;«co»(3), 

Hieraus erhalt man 

(3), = 45» 24', 70 , (2)» = 64» 35',30 

Die Differentialgleichung der ersten Bedingungsgleichung wird 
nachdem sie mit der Zahl 10 dividirt worden ist, 4 

0 = — 2.47290(2}* 0.39750(3), — 0.70800(1), 

-4- 0.76630(2), — 0.1 1030(1), — 0.745400(2)4 
und die der zweiten 

0 = 0(3), -4- 0(1), -4- 0(2), -4- 0(2), 

Löst man die erste in Bezug auf 0(3), auf, so ergiebt sich fllr die 
Berechnung des Gewichts dieses Winkels 

II = 0(3), = - 4 - 6.221 10(2), - 4 - 1.78110(1), — 1.92790(2), 

-4- 0.27760(1), ■+• 1.89680(2), 

und eliminirt man hiemit 0(3), aus der zweiten, so erhalt man für (2), 

II — 0(2), = — 6.221 1 0(2), — 2.781 10(1), -4- 0.92790(2), 

— 0.27760(1), — 1.89680(2), 

Die Figur giebt ferner 

log (2)(5) = log (1)(2) -i- log. sin(l)i sin[(1), -4- (2),] 

— log. sin (3), sin (2), 

womit 

Ji = Olog (2)(5) = 9.3740(1), -4- 7.663[0(1), -4- 0(2),] 

— 17.6670(3), — 10.0030(2)4 

oder nachdem 0(2), durch die vorstehende Gleichung eliminirt worden ist, 
Ji = 0 log (2)(5) = -t- 9.3740(1), - 4 - 6.2230(2), -f- 35.4820(1), 

— 1.6190(2), — 17.6670(3), -4- 2.7770(1), -4- 18.9740(2)4 
sich ergiebt. 

88. 

Gewicht des Winkels (3),. Der vor. Art. giebt 

(Jf,2), = -4- 6.2211 , (M, 1), = -4- 0.2776 
(Af.1), = -4- 1.7811 , (;W,2), = -4- 1.8968 
[M, 2), = — 1.9279 
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und hiemit 


fl = 49.28 

(IM) = 0 , (UM) = -4- 4.5708 , (IHM) «= -+- 3.6779 
S = 11.48 
P = 0.0265 


Gewicht des Winkels (2)s. Der vorvor. Art. giebt 

{Jf,2) a == — 6.2211 , (M,\) t = — 0.2776 
(M, I), = — 2.781 , (Jf,2) 4 = — I 8968 
|M,2) 3 = -t- 0.9279 

und hiemit 

R = 50.98 

(IM) = 0 , (UM) = — 5.5708 . (IHM) *= - 4.6779 
S = 17.64 > . 

P = 0.0300 

Die Gewichte dieser beiden Winkel werden also sehr klein. 


90. 

Gewicht des log. der Seite (2)(5). Der Art. 87 giebt 

(M, I )i = -4- 9.374 . (Af.3)j = - 17.667 

(M, 2), = -+• 6.223 , (M, 1 )« = -+- 2.777 

(M, 1), = + 35.482 , (M. 2). = + 18.974 

(AT. 2), =* — 1.619 

woraus 

fl = 2069 

(/,.») = — 8.293 , (UM) = -4- 7.379 , (///,Af) = +■ 54 456 
S = 1030 
P = 0.000963 

hervorgehen. Auch ein kleines Gewicht , es kann jedoch dazu bemerkt 
werden, dass es ein wenig grösser ist, wie das, welches im Art. 22 für 
die Seite (4)(5) der dort geltenden Figur erhallen wurde. 

91. 

( * 

Es soll jetzt angenommen werden, dass die beiden Winkel (3)i und 
(2) s beobachtet worden sind, und es sollen die Gewichte der obigen 
Dreiccksstilcke unter dieser Voraussetzung berechnet werden. Die Difle- 

4 * 
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rentialgleichungen der nun hinzukommenden zwei neuen Bedingungs- 
gleichungen sind schon im Art. 87 gegeben , stellen wir sie nebst den 
■ überdies statt findenden zusammen , so erhalten wir das folgende Ta- 
felchen. 


r 

^ * 

«tr.fl 


i\r.nr) 

log qlr.IV) 

lir.IV) 

«(r.F| 
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0.3932 In 
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9.59934 

+0.3975 
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1 

3 

— 

— 
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9.85003n 
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1 



9.88442 

+0.7663 

— 

4 

1 

4 

— 

1 

— 

9.04275n 

— 0.H03 

— 

2 
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4 

9.87737n 

-0.7540 
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5 
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1 

* 

— 

1 


Die Werthe der Coefficienten der Endgleichungen ergeben sich 
hieraus wie folgt. 



1 

II 

III 

IV 


I 

II 

III 

IV 

V 

3.0 

0 

3.0 

0 

0 

3.0 

0 

— 1.8169 

- 1.4620 
7.9426 

+ 1.0 
+ 4.0 
+ 0.4558 
4.0 


und hieraus ergeben sich die folgenden Wej-the der Hulfsgrössen 

(2), = 0 , (3), = 0 , (4), = 0 , (5), = 0 

(3), = 0 , (4), = (9.78221) , (5), = —(9.52288) 

(4), = (9.68783) , (5), = -(9.52288) 

(5)« = —(9.40253) 

(IJ) = 3.0 . (/J.//.1) = 3.0 , (///,///, 2) = 3.0 

. {IV, IV, 3) = 6.1297 . (V,p,4) = 2.9420 

92. 

Gewicht des Winkels (3) 2 . Wenn wir direct verfahren, so bekommen 
wir hier 

(Jf.3), = i , n = i 

{IV, M) = {IV, M, 3) = + 0.3975 , {V.Mj = 1 , (V,M, 4) = +0.8990 

S = 0.3009 
P = 1.430 

VergrOsserungsverhaltniss 1 : 54.0 gegen Art. 88. 
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93. 

Gewicht des Winkels (2),. Eben so wie vorher wird hier 
(M.2), = I , « = 1 
(V,M) = (V,JM) = 1 
S = 0.3399 
P = 1.515 

Vergrösserungsverhältniss 1 : 50,5 gegen Art. 89. 


94. 


Gewicht der Seite (2)(5). Da hier der erste Ausdruck von J1 = 
3. log(2)(5) = etc. des Art. 87 Geltung hat, so bekommen wir zuerst 
(IM), = + 9.374 , (Jtf,3), = — 17.667 
(JM), = -1- 7.663 , (Jf,2), = — 10.003 
(Jf.2), = -f 7.663 

und hiemit 

R = 417.51 

(I,M) = — 8.293 , (UM) = + 7.663 , ( III.M) = + 7.663 
!JV,M) = - 0.4471 . (V,M) = + 5.323 
tll. JM) = (///,M.2) = (//,.M) 

(IV.il, 3) = + 7.928 , (V.J/,4) = — 1.790 


S = 73.43 
P = 0.002906 


Vergrösserungsverhältniss 1:3.018 gegen Art. 90. 


95. 

Gewicht des log. der Seite (3)(5). Die Grundgleicbung kann jetzt 
wie folgt gestellt werden, 

log (3)(5) = log (1 )(2) + log. sin(1)i sin(3)j — log. sin (3), sin (2), 
und diese giebt 

Sl = + 9.3743(1), + 20.7543(3), - 17.6673(3), — 10.0033(2), 
mithin 

(JM). = -l- 9.374 , (Jf,3), = - 17.667 

(Jf, 3), = -+- 20.754 , (Jf,8), = — 10.003 

R = 930.80 

(IM) = - 8.293 ; _(1IM) = 0 , (III, M = 0 
(JF.Jf) = + 8.250 . (VM) = ■+■ 10.751 
(II, M. 1) = (III, M, 2) =0, (IVM, 3) = - 4 - 8,250, (V.JM) = +8.666 
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S = 
P = 


59.57 
0.001 1 48 


Vergrösserungsverhaltniss 1 : 39.58 gegen Art. 86. 


96. 

ln Bezug auf die in den Artt. 92 und 93 erhaltenen Gewichte der 
Winkel (3)j und (2)j, von welchen das eine kleiner, und das andere nur 
wenig grösser ist wie 15, ist zu bemerken, dass die Gewichte der 
Winkel dieses Dreiecks, wenn inan den Punkt (4) weglasst, nur 1,333 
werden. Die Ursache davon ist die Annahme, dass der Winkel (2)(3)(5) 
aus den zwei für sich gemessenen Winkeln (1) 3 und (2) 3 zusammen ge- 
setzt worden ist. 


1 

I 


97. 

Ein merkwürdiges Beispiel, wie durch Einschaltung eines Dreiecks- 
punkts das Gewicht einer Seite unter Umstanden vergrtissert werden 
kann.giebt Gauss in seinem «Supplementumtheoriaecombinationis etc.» 
Dieses soll schliesslich hier noch, aber mit einer Aenderung der Winkel- 
gleichungen . die für unsern Zweck dienlich ist, angeführt werden. Die 
dazu gehörige Figur ist die folgende. 


0 . ') 
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in welcher 

(1) die Station Wilsede 

(2) - - Wulfsode 

' '(3) - - Breilhorn 

(4) - - Falkenberg 

(5) - - Hauseiberg 

sind. Zur leichteren Vergleichung führe ich noch die Bezeichnung der 
Richtungen sowohl nach Gauss wie nach mir an. Diese sind 

(0) = (1) <t (4) = (<)., (7) = (1)» 

(<) = (*)«. (5) = (2}s. (8) = (2). 

(2) = (3). , (6) = (3) a , (9) = (3) 5 

(3) = (4), , (10) = (4) 4 

(H)-(l)i. (U)-(4), 

(12) = (2)j , (45) = (1), 

(13) = (3),. (16) = (2), 

(17) = (3), 

in welcher Zusammenstellung linker Hand des Gleichheitszeichens die 
Gaussische, und rechter Hand meine Bezeichnung enthalten ist. 

98. 

Die Bedingungsgleichungen, die ich an wenden werde, sind die 
folgenden, 

(*). - (1). + (3), - (2}j + (2), - (1), = 1 80° + t 

(4), - (2). -I- (3) a - (4), + (4), - (1)i = 180» -+- f 

(4), - (3), + (3) 4 - (l) 4 + (2)s - (1) 5 = 180» -+- e " 

(3), - (1), (3)3 - (1), -+- (3), - (*), - 180* + 

(2)3 - (1) 3 + (4), - (3), -+- (4), - (I), = 180» + 

»ln tdl, — (»).]«ln[(»),-d),l«iolt4).-(»).1 _ . 

•in [(»), -(«),] »in [(!)»— (<)il »in [!•)«— (<)*) 

»in [(4), -(»),] »ln [(»,-(1),] »tn [(»1.-H1 .I ^ 

»in [(»),- (Öd »In ((«).- (öd »in 1 (»)*-(<).] 

Die Vergleichung zeigt, dass diese beiden Seitengleichungen mit 
denen von Gauss aufgestellten ohne Weiteres identisch sind, aber dass 
dieses bei den Winkelgleichungen nicht der Fall ist; im Grunde findet 
dieses dennoch statt, da jene sich aus diesen durch Eliminationen her- 
steilen lassen *). 

*) Bs sind (l) 4 — (3) 4 = 8» t’ und (3), —(3), = 4“ lt\ Man sieht hieraus, 
dass Gauss sich nicht gescheut hat, Bedingungsgleichungen mit sehr kleinen Winkeln 
anzuwenden, wie von ihm auch zu erwarten war. 
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Die Tafel für die Coefficienten der Bedingungsgleichungen sieht 
nun wie folgt, 


r 

5 

»{r./i 

t(r.//| 

Hr.lll) 

»(r./K) 
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3 


— 


+1 

_ 

— t 

9 . 886 tön 

9.59879 

* 


— 

H-t 

— 

— 

+ 1 

9.8738 t 

— 

t 

5 

— 

— 

—1 

— 

+4 

— 

— 

2 

3 


— 


+ 1 

-J 

— 

— 

— 

4 


— 




-< 

— 

— 


welche voraussetzt, dass die erste Seilengleichung mit 200, und ie 
zweite mit 50 dividirt worden ist. 

Die Coefficienten der Endgleichungen giebt hierauf das folgende 
Täfelchen. 


| ' 

n 

/// 

iv l v 

VI 

VII 

I 

6 

+ 2 

+2 

+2 1 0 

-(-0.1379 

-0.0912 

II 


6 

+2 

0 i +2 

-0.4841 

+0.5518 

III 



6 

-2 -2 

-1-0.9050 

+2.1680 

IV 




6 | 0 

-1.5365 

-2.6730 

V 




6 

+0.9235 

—0.3970 

VI 





5.6722 

+ 1.6716 

VII 




1 


3.5004 


*) Durch die Auflösung der Endgleichungen ergeben sich die folgen- 
den Werthe der Hulfsgrössen die mit zur Berechnung der Gewichte 
dienen, 


*) Man rindet hieraus, wenn man mit (100)* multiplictrt, 

(47.47) = 116888 

während Gauss 11(868 angiebl. Es scheint hier der Kehler bei Gauss zu liegen; er 
hat übrigens nur unbedeutende Wirkung. 
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(2) , = — (9.52288) , 

(3) , = - (9.52288) , 

(4) , = — (9.52288) , 

(5) . = 0 

(6) , = - (8.36141) , 

(7) , = +.(8.18185) , 


(3) , = - (9.39794 

(4) j = — (9.09691) , 

(5) , = - (9.57403) , 

(6) , = + (8.99736) , 

(7) , = — (9.03807) . 


(4) 3 = + (9.69897) 

(5) , = + (9.69897) 

(6) , = - (9.29732) 

(7) , = — (9,61338) 


(5) , = + (9.39794) 

(6) 4 = + (9.45981) , (6)4 = — (9.54942) 

(7) , = + (9.58643) , (7), = — (7.82737) , (7), = — (9.27562) 

(1,1) = 6.0 , (1I,U, \) = 5.3333 , (111,111, 2) = 5,0 . (IV, IV, 3) = 4.0 

(F,F,4) = 3.75 . (V/, VI, 5) = 4.6158 , (VII, VII, 6) = 1.9968 • 


99. 

Ich werde jetzt nur das Gewicht der Seite (3)(4) in Beziehung auf 
(1}(2), das ist das der Seile Breilhorn-Kalkenberg in Beziehung auf Wil- 
sede-Wulfsode, dasselbe welches Gauss hat, berechnen. Die Grund- 
formel ist 

log (3)(4) = log(1)(2) + log. sin [(4), -(2),] sin [(3) I -(2) 1 ) 

— log. sin [(3)j— (l)j]sin[(2) 4 — (!)<] 

zu welcher bemerkt werden kann, dass die Station (5) darin gar nicht 
vorkommt. Es wird uun 

J2 = — 27.146(1(2), + 27.1463(4), — 6.3203(2) 2 + 6.3263(3), 

+ 14.3373(1), — 14.3373(3), + 27.5683(1)4 — 27.5683(2), 
und folglich werden hier 

(M. 2), = - 27.146 , (31, 3), = + 6.326 , (Jf.l), = + 27.568 

(Af,4), = + 27.146, (Af.l), = + 14.337, (Jf, 2), = - 27.568 

(M.2)j = — 6.326 . (M, 3), = — 14.337 

und hieraus folgt vor Allem 

R = 3485.0 

Die weitere Rechnung giebt 

(1,M) = — 15.338 , ( V,M ) = — 14.337 

(II, M) = — 1.950 , (VI, M) = — 32.555 • 

(IHM) = — 0.422 , (V 11, M) = + 35.683 

(IV, M) = + 6.326 . 
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(//,Jf,1) = + 3.163 . (V.Af.4) = - 10.127 

(111. M, 2) = ■+■ 3.900 , (VI.M, 5) = - 25.097 

(IV, M, 3) = + 1 3.784 , (\11,M, 6)= •+• 43.625 

und mit Angabe der einzelnen Glieder der Reihe nach 

39.2 
1.9 
3.0 

47.5 

27.3 
136.5 

1038.8 
S = 1294.2 


und hieraus folgt 

P = 0.0004564 

Denkt man sieb nun die Station (5) weg . so fallen die fünf letzten Be- 
dingungsgleichungen weg, und nur die ersten beiden bleiben bestehen. 
In dem Ausdruck von S falleu zugleich die fünf letzten Glieder weg, 
und es wird daher jetzt 

S = 41.1 

wahrend R unverändert bleibt. Das Gewicht welches nun sich heraus- 
stellt ist 

P = 0.0002903 

und die Zuziehung der Station (5) zu Bestimmung der Seite (3)(4) hat 
also das Gewicht derselben im Verhällniss von 

1 : 1.572 

vergrössert , welches mit dem Gaussischen Resultat , welches 1 : 1571 
ist, befriedigend übereinstimmt. Um das Gewicht der Seite selbst zu 
erhalten fllhre ich nachGauss an, dass die Länge derselben 26767 Meter 
beträgt, und hiemit geben die beiden obigen Angaben des Gewichts des 
log. der Seite das Gewicht der Seile selbst, in den beiden Annahmen 
P = 12.02, und = 7.643 
auch mit Gauss befriedigend übereinstimmend. 
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Suppl. 2. Von der Bestimmung des mittleren 
Fehlers der nackten Beobachtungen. 

1. 

Im Art. 138 der Abhandlung habe ich ausgeführl, wie man durch . 
Winke], die zu diesem Zweck eigends gemessen worden sind, die Ge- 
wichte bestimmen kann , die den verschiedenen Beobachtungen beizu- 
legen sind, wenn man in den Fall kommt bei einer Triangulation ver- 
schiedene Gattungen von Beobachtungen von einander unterscheiden zu 
müssen. Zugleich habe ich dort angedeulct. dass man sich zu demselben 
Zw'ecke der bei der Triangulation beobachteten Richtungen bedienen 
kann; diese Bestimmung soll hier ausführlich behandelt werden. 

2 . 

Die in der Abhandlung eingeführten. mit p, p', etc. p,, p‘, etc. etc. 
bezeichneten Gewichte der Beobachtungen /, l ' , etc. I , , 1‘ , etc. etc. sind 
den Quadraten der mittleren Fehler, womit diese Beobachtungen an 
sich, und abgesehen von ihrer Verwendung zu irgend einem Zwecke, 
als behaftet angesehen werden müssen, umgekehrt proportional. Diese 
mittleren Fehler und die Verhältnisse der ihnen zugehörigen Gewichte 
haben daher bestimmte Werthe. dermaassen dass jeder vorhandenen 
Gattung von Beobachtungen, unabhängig von der Verwendung derselben 
zu irgend einem Zwecke ein bestimmter Werth dieses mittleren Fehlers 
zukomml. 

Da die entsprechenden Gewichte, oder Gewichtsverhältnisse auf 
welche es hier eigentlich ankommt . mit diesen mittleren Fehlern in so 
enger und einfacher Beziehung stehen, so besteht unsere gegenwärtige 
Aufgabe ihrem wesentlichen Inhalt nach darin , die genannten mittleren 
Fehler aus den Beobachtungen zu ermitteln. Ich will diese mittleren 
Fehler, um sie von denen zu unterscheiden, die nach der Anwendung 
der Beobachtungen auf irgend eine Aufgabe erhalten werden, die mitt- 
leren Fehler der nackten Beobachtungen nennen. 

Jede Verwendung der Beobachtungen zu irgend einem Zwecke, 
oder mit anderen Worten, jede Anwendung der Beobachtungen zur 
Lösung einer Aufgabe führt zwar auch auf die Bestimmung des mittleren 
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Fehlers der dazu verwandten Beobachtungen, aber dieser mittlere Fehler, 
den man erst am Schlüsse aller zur Lösung der Aufgabe erforderlichen 
Rechnungen erhält, ist von dem mittleren Fehler der nackten Beobach- 
tungen verschieden, der dem Obigen zu Folge zur Berechnung des be- 
treffenden Gewichts p dient. Der jetzt genannte mittlere Fehler besteht 
aus einer Combination des mittleren Fehlers der nackten Beobachtungen 
mit der Wirkung der theoretischen Bedingungen , die die Aufgabe , auf 
welche die Beobachtungen angewandt werden, mit sich fuhrt ; er invol- 
virt gemeiniglich auch neue Fehlerquellen , die bei der Betrachtung der 
Beobachtungen an sich nicht mit einwirken. 

Beobachtungen, die an sich gleiche Güte besitzen, oder welchen 
dasselbe Gewicht p zukommt , können wenn sie auf verschiedene spe- 
cielle Fälle Einer Aufgabe . odor auf verschiedene Aufgaben angewandt 
werden, nach der Anwendung eine mehr oder minder grosse Verschie- 
denheit in den aus der Aufgabe hervorgehenden oder berechneten 
mittleren Fehlern zeigen, und dieses tritt namentlich ein, wenn in der 
Aufgabe mehrere Unbekannten Vorkommen , die von einander abhängig 
sind, und durch Beobachtungen, die von einander unabhängig sind be- 
stimmt werden müssen. Die Bedeutung dieser, durch die Auflösung 
einer Aufgabe erhaltenen mittleren Fehler kann nie auf die Beobachtun- 
gen an sich , oder auf die mittleren Fehler der nackten Beobachtungen, 
bezogen werden, sondern er bildet blos die Grundlage zur Bestimmung 
der mittleren Fehler der Resultate, die man durch Anwendung der 
Beobachtungen auf die betreffende Aufgabe erhalten hat. 

3. 

Es ist daher, um zu einem bestimmten Falle Uberzugehen, schon 
aus den eben erklärten Gründen unrichtig bei der Ausgleichung eines 
Dreiecksnetzes die durch die Ausgleichungen auf den Stationen erlangten 
Summen der Fehlerquadrate, die in der Abhandlung allgemein mit (II, n) 
bezeichnet worden sind, zur Bestimmung des mittleren Fehlers oder des 
Gewichts p der nackten Beobachtungen zu verwenden, denn diese (ll,n) 
bestehen schon aus einer Combination des mittleren Fehlers der nackten 
Beobachtungen mit den Bedingungen zwischen den verschiedenen Un- 
bekannten, die die Aufgabe der Ausgleichung auf der Station, aus wel- 
cher eben (ll,n) hervorgeht, eingefuhrt hat; Bedingungen, die in der 
Regel auf jeder Station verschieden sind. 
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4. 

Aber iin eben belracbleten Falle lasst sich fUr die Unhallbarkeil der 
Bestimmung des mittleren Fehlers der nackten Beobachtungen aus den 
{U, n) noch ein anderer Grund anflihrcu. Es ist leicht nachzuweisen, 
dass die (i/,n) keines Weges unveränderliche, feststehende Grössen sind, 
sondern dass im Belieben des Rechners steht ihnen manigfache Werthe 
zuzulheilen. Man hat in § 3 der Abhandlung gesehen , dass es in der 
Auflösung der allgemeinen Aufgabe, von welcher die Ausgleichung eines 
Dreiecksnetzes ein specieller Fall ist, unter Umstunden nothwendig wer- 
den kann , bei der Bildung des Systems von Gleichungen , deren Auf- 
lösung den ersten Theil der Auflösung der Aufgabe überhaupt ausmacht, 
Eine oder mehrere der Bedingungsgleichungen mit zu verwenden , und 
dass man in jedem Falle, auch wenn es nicht nothwendig wird, zu einer 
solchen Verwendung der Bedingungsgleichungen berechtigt ist, durch 
welche die Endresultate der Auflösung nicht im Mindesten geändert 
werden. Es ist dieses a. a. 0. nicht nur theoretisch bewiesen, sondern 
auch durch das Beispiel des Art. 56 , u. f. dargethan worden. In der 
geodätischen Anwendung der allgemeinen Aufgabe, oder in der Aus- 
gleichung eines Dreiecksnetzes darf man daher auch zu den Ausglei- 
chungen auf den Stationen nach Belieben Eine oder mehrere der vor- 
handenen Bedingungsgleichungen hinzuziehen, obgleich dieses hier nicht 
nothwendig wird. 

5. 

Die Bedingungsgleichungen, auf welche diese Aufgabe führt, ent- 
halten immer Richtungen von wenigstens drei Stationen, und durch die 
Zuziehung von Einer oder mehreren derselben zu den Ausgleichungen 
auf den betreffenden Stationen , kann man die Ausgleichung von drei 
oder mehreren Stationen mit einander verbinden, und zu Einem gemein- 
schaftlichen Resultat vereinigen. Es ist leicht einzusehen, dass hierauf 
Werthe hervorgehen müssen, die von denen wesentlich verschieden 
sind, die durch die Einzelnbehandlung dieser Stationen erhalten worden 
wären, die aber demungeachtct mit diesen gleiche Berechtigung haben. 
Nicht nur die auf diesen Stationen ausgeglichenen Richtungen , sondern 
auch, wnrauf.es hier besonders ankommt, der Werth von {II, n) wird ein 
anderer, und es wird folglich die Verwendung dieses Werlhes zur 
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Bestimmung des mittleren Fehlers der nackten Beobachtungen ein anderes 
Resultat gehen , wie in dem Falle, wo keine Bedingungsgleichung zur 
Ausgleichung auf den Stationen verwandt worden ist. 

6 . 

Durch die erklärte Zuziehung von Bedingungsgleichungen werden 
nicht nur die Resultate des ersten Theils der Auflösung der Aufgabe, 
sondern zugleich auch die des zweiten Theils derselben geändert, und 
zwar letztere so. dass schliesslich dieselben Endresultate zum Vorschein 
kommen, die man ohne die genannte Zuziehung erhalten haben wurde. 
Es werden also namentlich nicht blos die Werthe der (U,n ) . sondern es 
wird auch der Werth von A, anders werden , aber diese Aenderungen 
werden stets so beschallen sein, dass der aus der ganzen Rechnung 
hervorgehende Werth der Summe der mit ihren Gewichten multipiicirten 
Fehierquadrale , nemlich 

W = ■£•(«,») R, 

in jedem speciellen Falle unverändert derselbe bleibt. Unter den ver- 
schiedenen in dieser Aufgabe vorkommenden Summen von Fehlerqua- 
draten ist daher in jedem vorliegenden Falle (d. h. in jedem zu behan- 
delnden Dreiecksnelze) nur W* diejenige, die einen bestimmten Werth 
hat, während alle (A,n) nebst R q , je nach der Behandlung der Aufgabe, 
sehr verschiedene Werthe annehmen können. 

Da nun die mittleren Fehler der nackten Beobachtungen, der oben 
gegebenen Erklärung derselben zu Folge, auch feste und unveränder- 
liche Werthe besitzen, so können um so weniger die erhaltenen Werthe 
der [ll,n) zu deren Bestimmung angewandt werden. 

7. 

Wenn man etwa hiezu bemerken wollte, dass die ohne Zuziehung 
von Bedingungsgleichungen erhaltenen Werthe von (U,n) einen Vorzug 
vor denen voraus hätten, die sich nach dieser Zuziehung ergeben, und 
daher vorzugsweise zur Bestimmung der mittleren Fehler der nackten 
Beobachtungen zu verwenden w ären , so lassen sich diesem die folgen- 
den Betrachtungen entgegenstellen. Die durch die im Vorhergehenden 
erklärten, combinirten Ausgleichungen auf den Stationen erhaltenen 
Werthe der (/<,«) haben in der in Hede stehenden Aufgabe dieselbe 
theoretische sowohl, wie praktische, Berechtigung wie jene aus den 
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Einzelnausgleichungen auf den Stationen hervorgehenden Werthe der- 
selben Grössen. Wenn daher die Einen Werthe Berechtigung zur Be- 
stimmung der genannten mittleren Fehler haben, so haben die Andern 
dieselbe Berechtigung auch. Da aber diese Werthe von einander ver- 
schieden sind, so werden auch verschiedene W'erlhe der mittleren Fehler 
daraus hervorgehen, welches unannehmbar ist, da es in der Natur der 
Sache liegt . dass diesen feste und unveränderliche Werthe zukommen 
müssen. 

8 . 

Um nun aus den bei einer hinreichend ausgedehnten Triangulation 
beobachteten Richtungen die Quadrate der mittleren Fehler zu erhalten, 
bietet sich zunächst das folgende Verfahren dar. Man ordne auf jeder 
Station die vorhandenen Gyri auf dieselbe Weise, wie zur Ausgleichung 
des Dreiecksnetzes erforderlich ist, nemlich man stelle sie in solche 
Gruppen zusammen, dass die in jeder dieser vorkommenden Richtungen 
ohne Lücken vorhanden sind. Aus jeder Gruppe bilde man so viele 
unabhängige Winkel wie möglich, aus welchen hierauf, so wie im Art. 1 38 
erklärt worden ist, das Quadrat des mittleren Fehlers zu berechnen ist. 

Dieses Verfahren ist jedoch nicht das Vorlheilhafteste. Denn be- 
zeichnet man die in irgend einer Gruppe von Gyris enthaltenen Rich- 
tungen mit (I) , (2) , (3) , etc., so kann man höchstens nur die halbe 
Anzahl von unabhängigen Winkeln erhalten, da keine Richtung zu zwei 
oder mehr Winkeln verwandt werden darf. Man kann die Winkel 
(2) -(1), (4) -(3), (6) -(5), etc. 
oder (3) - (1) , (4) - (2) , (7) - (5) , etc. 
u. s. w. bilden , und erkennt leicht , dass in den Fällen, in welchen die 
Zahl der vorhandenen Richtungen ungrade ist, eine derselben zum vor- 
liegenden Zweck unbenutzt übrig bleibt. Es ist aber ein anderes Ver- 
fahren möglich, durch welches alle vorhandenen Richtungen vorteil- 
hafter benutzt werden. Dieses soll im Folgenden erklärt werden. 

9. 

Das Verfahren des vor. Art. setzt stillschweigend voraus, dass man 
allen auf der Station beobachteten Richtungen dasselbe Gewicht beilegt, 
und da dieses durchgängig zulässig ist, und man seilen oder nie sich 
in den Stand gesetzt sieht, etwaige reellp Unterschiede der Güte solcher 
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Beobachtungen gnUgend unterscheiden und bestimmen zu können , so 
soll diese Annahme hier ausdrücklich beibehalten werden. In Folge 
dessen , wird man nun vor Allem aus den Beobachtungen einer jeden 
Richtung in jedem der vorhandenen Gyri das arithmetische Mittel neh- 
men. und dieses von allen betr. Beobachtungen abziehen müssen. Mit 
diesen Unterschieden ist dann weiter zu verfahren. Einen wesentlichen 
Umstand bildet hiebei die Eigenschaft , dass der gemeinschaftliche An- 
fangspunkt aller Beobachtungen eines jeden Gyrus eine unbestimmte 
Grösse ist, und man dem zu Folge vor der Vornahme der oben beschrie- 
benen Rechnung die einzelnen Gyri in Bezug auf ihren Anfangspunkt 
nur nach Gutdünken hat aufstellen können. Jeder der eben erklärten 
Unterschiede besteht daher aus der Summe von zwei Fehlern , nemlich 
aus dem eigentlichen Beobachtungsfehler und dem Fehler , den man bei 
der willkührlichen Annahme des gemeinschaftlichen Anfangspunkts des 
betr. Gyrus begangen hat. Seien für den ersten Gyrus, und ftlr die ver- 
schiedenen Richtungen der erst genannte Fehler £, etc. der an- 

dere i> , fltr den zweiten Gyrus dieselben £ / , g' ; , etc. nebst t> , u.s. w. 
dann haben die oben beschriebenen Unterschiede die Form 


f + v , v , £" -t- v , etc. 

£ ,-h v,, £,"■+■ etc. 
£„ -+- v .,< etc. 


u. s. w. Sei nun n die Anzahl der Richtungen, die in jedem Gyrus der 
betreffenden Gruppe enthalten sind, und 


_ t +f +F +... 

‘ " ~~ • 

fl = L+ 

etc. 

dann sind die arithmetischen Mittel aus den vorstehenden Unterschieden 
jeder Zeile fi -f- v 


ft, -I- v, 
ft.. + v, 
etc. 

und zieht man diese von jenen ab, so erhält man 

£ — fi . £~ —ft , f —fi , etc. 
f. —f>. : £', — ft, , — fl, , etc. 

f„ — fi, , £'.—ft .. . f„ — pt, i etc. 
etc. 
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fUr die eigentlichen Fehler der Beobachtungen . da hieraus die Unbe- 
stimmtheit, die der gemeinschaftliche willktlhrliehe Anfangspunkt eines 
jeden Gvrus darbietet, vollständig entfernt ist. Um dieses deutlicher zu 
machen will ich annehmen, dass man allen Beobachtungen irgend eines 
der Gyri. vor der Berechnung des arithmetischen Mittels aus den Beob- 
achtungen, z. B. des ersten Gyrus die willkuhrliche Anzahl von x Secun- 
den hinzugefugt habe. Man wird hierauf statt der oben angegebenen 
ersten Unterschiede die folgenden erhalten haben. 


. TO— \ 

+ v -nr x ' 

f' 

m — 1 

+ * + -r*- 

, f 

+ v + 

m-l 
X , 

Wl 

etc. 

■+■ V, , 

• TO 


■+■ V — -2— , 

• m 

t; 

+ •. - 

X 

«I * 

etc. 

X 

» «1 _ _____ 

t' 

. x 

i «1 __ ______ 

c 

4_ fi _ 

X 

etc. 

T V ” — — 
" TO 

*• „ 

i , 

" m 

“ V " 

m * 


etc. 

und die arithmetischen Mittel aus den Grössen jeder Zeile werden jetzt 

. TO— 1 

/* ■+■ l ’ + ^r T 

H -t- v — 

r ‘ ' m 

x 

U V 

r " " m 


etc. 

Zieht man diese von jenen ab , so erhalt man dieselben Unterschiede 
wie oben. W. z, b. w. 


10. 


Das Verfahren des vor. Art. giebl für die Anwendung die Berech- 
nung nach folgenden Formeln. Seien I, 1 " . etc. die Beobachtungen 
des ersten Gyrus. / , //, l“ . etc. die des zweiten Gyrus, f„, , etc. 

die des dritten Gyrus u.s.w. Alle diese Beobachtungen können in Bezug 
auf den gemeinschaftlichen Anfangspunkt jedes Gyrus ganz willkührlich 
aufgeslellt werden . zweckmässig ist jedoch sie durch Anbringung einer 
constanten Zahl für jeden Gyrus so zu stellen, dass sie für jede Rich- 
tung nur kleine Unterschiede zeigen. Nennt man ferner tn die Anzahl 
der Gyri die in der Gruppe enthalten sind, so rechne man erst 



i + I. + . . . 

TO 

i , + r, + r. + ... 

M» 

r + ir + + . . . 

TO 


etc. 

Atiluiidl. d. K. S. lirvllwh d. V\ i*>ruvcli. \l\. 
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und liiemit 

l — p , l, — p , — p , etc. 

/' — p , /', — p* , l\ — p' , etc. 

I " — p" , /" — p" . — p" , etc. 

etc. 

die niun am Zwcckmitssigsten in der vorstehenden Aufeinanderfolge 
niedcrschrcibt. Es sind hierauf die folgenden Mittel zu rechnen, 

(I -r) + (i ' + j< ~ — p~) + . .. 

* n 

_ II . — P) + d '■-> ') 4- (<", -P~) + ■ . . 

'• n 

_ (t.-p) (< '..-p'i •» + .. . 

»" n 

etc. 

wenn wieder n die Anzahl der Richtungen bedeutet. Die von der Wir- 
kung der allgemeinen Anfangspunkte befreiten, eigentlichen Bcobacli- 
lungsfehlcr werden hierauf 

/ — p — i] , l' — p ' — q , l" — p" — q , etc. 

I, — p — q. , l\ — p — q. , — p" — q, , etc. 

K—p—'h - 9„ . 7 „ , etc. 

etc. 

Ich bemerke hiezu noch, dass man die Aufeinanderfolge der Mittel um- 
wechseln und setzen kann, 

i + I' + f + . . . 

9 = s 

i,+ )',+ (-,+ . . . 

9 = "n ' - 

^ <„+ f„ + f„+ . . . 

etc. 

_ (I -q) + (I, -»,) + (I. 

« m 

— (l'-V) + + 

P m 

.. _ (f-o) + + 

* m 

etc. 

Dieses Verfahren fuhrt auf dieselben Werthe der (l — p — q) . (i — p' — q), 
etc. etc. Beide Verfahrungsarten stehen mit dem im Art. 08 der Abhand- 
lung bewiesenen Salze in engster Verbindung. 
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11 . 

Sei 

M = (i — p — 7 ) 2 -4- (l'—p'—q) 1 -h (/" Hh ... 

+ (/;—/)'— 9, ) ! + (r—p—qj + ... 

■+■ (L—p—ql + (C— p'— gj 1 + (C— p"— gj 1 

-+- etc. 


so kann W dem vor. Art. zufolge auf zwei verschiedene Arien berechnet 
werden. Aber diese Function zweiter Ordnung kann nach bekannten 
Sätzen auf verschiedene andere Formen gebracht werden. Ich werde 
hier drei solcher Formen angeben. Löst man die Quadrate dergestalt 
auf, dass die q von den / — p getrennt werden, und setzt zur Abkürzung 
L = I — p , L' = i — p , // = /" — p" , etc. 

/., = I, — p , //, = 1' — p' , = I" — p " , etc. 

L = /_ — p , = /,' — p , = Z " — p" , etc. 

etc. 

so ergiebt sich zuerst 

il/ = V + L 1 -4- // 2 -4- . . - 2 b/ (£, -4- /. -4- L -4- . . .) 

-4- L 2 + /,',» + //, 2 + ... - iq, {L, + L -4- //+...) 

■+■ *7 + *7 ■+• 2 -*- ■ — 2 9„(^„+ -+- 1' " „ ■+••••) 

- 4 - etc. — etc. 

-4- n(r / 2 -4- 7 2 -4- 7„ 2 -4- . . .) 

und hieraus vermittelst der ersten Ausdrücke der 7 des vor. Art 


3/ = 


wo 


L 2 -4- L ' 2 -t- L 2 -4- . . . 
-4-L 2 + L', 2 + L7+... 

+ L, 2 +//, 2 +L 7 - 4 -... 

+ etc. 


(L - 4 -// - 4-...) 2 

+ (L , + L'-4-L",-4-...) j 
+ ( t ,- 4 - L „ + L "„- 4-...) 2 
- 4 - etc. 


P 

P' 

P" 


i + / , + A, + ■ » « 
in 

r+ 1 /+ 

in 

r+ r, + r„+ 

m 


etc. 

zu setzen ist. Trennt man die p von den Z — 7 , so bekommt man auf 
dieselbe Art, wenn man 
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08 


A — 


= /. -9. ■ 

A,= l, 

-9, • 

etc. 

A = 

9 . 

//' = r, — q , 

A = f 

9- ’ 

etc. 

A — 
etc. 

f-9. 

-t r. — 9 . ■ 

a = r 

. —9. - 

, etc. 


setzt 


A‘ +A} ■+ -A? + ... 


(A + A,+A, + ...)* 

+A*+A}+A?+... 


+(sf + A, + A\+...y 

+A*+A:’+A"„ 1 +... 


+(A+A,+ A+...? 

+ etc. 


+ etc. 


nt 


wo 


9 


i -t- 1* + r + . . 
n 


<1. 


i, + 

n 


9. = 


L + W +j • • 

n 


etc. 

zu setzen ist. Aus der einen oder der anderen der beiden vorstellenden 
Formen bekommt man, wenn man auch die p, oder bez. die q von den 
/ trennt, auf dieselbe Art 


P+P + f^ ... 


u + t + r +...y 

-+■ P-t- P-+- f *+ ... 


+ i,+ <;+ ) i 

•+■ P+ <7+ ... 

_ 

/„-4- /"„-K..) 1 

-+- etc. 


4- etc. 

(1 +1.+ l„ + ..-) 1 


n 

i + i+ i+ ... 

+ (t+ r+t\.+ ...y 
■+■ (f + r+ 1;+ ...) ä 

4- 

+ t + 1 ; + r + ... 

4* l 4- / 4- /„ 4- 

- 4 - etc. 


4- etc. 


m tun 

unter welchen fünf Berechnungsarten von M man nach Belieben wählen 
kann, da sie alle identisch sind. Ich wiederhole, dass wie im vor. Art. 
n die Anzahl der Richtungen und m die Anzahl der einzelnen Gyri iu 
der betreffenden Gruppe von Gyris bedeuten. 


12. 

Die durch das oben beschriebene Verfahren erlangten Beobach- 
tungsfehler / — p — q) . etc. müssen nun zufolge des im Art. 1 der 
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Abhandlung aufgeslellten Grundsatzes als die wahrscheinlichsten Fehler 
der Beobachtungen angesehen werden, und da sie aus den blossen 
Beobachtungen, ohne Zuziehung irgend eines anderen Zweckes erlangt 
worden sind, so sind sie die wahrscheinlichsten Fehler der nackten 
Beobachtungen. Man bekommt aus ihnen den mittleren Fehler der nack- 
ten Beobachtungen nach Massgabe des Ausdrucks des Art. 150 für den 
mittleren Fehler Überhaupt, und nennt man diesen hier /i, so wird 



wo D so zu berechnen ist, wie a. a. O. angegeben ist. In Bezug darauf 
kann angeführt werden, dass im gegenwärtigen Falle immer die 
Gleichungen 

(Ab) = 0 , {Am) = I , (Al: = (Ax)(Au) 

statt finden. Der Ausdruck von (As) bedeutet nemlich nun nicht die 
einzige Station, sondern die einzige Gruppe von Gyris , die hier immer 
litr sich allein in Betracht gezogen wird, und der Ausdruck (Au) bedeutet 
jetzt die Anzahl der einzelnen Gyri in der betrachteten Gruppe von Gyris. 

13 . 

Die Bestimmung des mittleren Fehlers der nackten Beobachtungen 
durch eine einzige Gruppe von Gyris kann nie als hinreichend genau 
betrachtet werden. 

Man muss bei dieser Bestimmung stets den Umstand vor Augen 
behalten, dass der oben angegebene Ausdruck ein genäherter ist, dessen 
Ableitung voraussetzt , dass im Ausdruck des Zählers desselben alle 
möglichen Fehler vertreten sind. Bei einer kleinen Anzahl von Beobach- 
tungen ist dieses nun selbstverständlich immer am Wenigsten der Fall, 
während das Grundprincip der Wahrscheinlichkeitsrechnung (S. Art. I 
der Abhandlung) anzeigt, dass diese Bedingung sich desto mehr erfüllen 
wird, je grösser die Anzahl der Beobachtungen ist, die zur Bildung des 
Zählers jV beigelragen haben. Eine Bestimmung des mittleren Fehlers aus 
einer kleinen Anzahl von Beobachtungen kann daher so sehr vom wahren 
dieser Grösse abweichen, dass sie kaum für eine genäherte Bestim- 
mung derselben gehalten werden kann. Die zufälligen Fehler, die in 
einer kleinen Anzahl von Beobachtungen Vorkommen, überwiegen eines- 
teils durch ihre zufällige Beschaffenheit, ob sie zufällig gross oder ob 
sie zufällig klein sind, und anderntheils dadurch dass sie einen nur 
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kleinen Divisor bekommen. Je grösser aber die Zahl der Beobachtungen 
ist. die zu dieser Bestimmung verwandt wird, desto mehr gleichen sich 
die Zufälligkeiten aus, und desto mehr tritt der wahre Werth hervor, 
dessen Genauigkeit überdies durch den wachsenden Werth des Divisors 
vorgrüssert wird. 

Man darf daher bei der Bestimmung eines mittleren Fehlers über- 
haupt nur in dem Falle auf die Sicherheit der Bestimmung rechnen, 
wenn eine grosse Anzahl von Beobachtungen, hier eine grosse Anzahl 
von Gruppen von Gyris, dazu verwandt worden ist, und es soll daher 
angenommen werden, dass auf der Station ausser der Gruppe von Gyris 
die M und D gegeben hat , noch mehrere vorhanden sind , die bez. M' 
und D\ M" und D\ etc. gegeben haben. Sicherer wird diese Bestimmung 
noch, wenn mehrere Stationen vorhanden sind, für welche man be- 
rechtigt ist. die Beobachtungen derselben Gattung zuzuziihlcn, welcher 
jene angehören. Um diesen Fall, der eigentlich zur sicheren Bestimmung 
des mittleren Fehlers immer vorhanden sein muss, mit Leichtigkeit in 
die gegenwärtigen Betrachtungen einschlicssen zu können, sollen schliess- 
lich statt der obigen Bezeichnungen die folgenden M t und D , , M,' und 
D,' , M" und etc. eingeflihrt werden, und cs wird daher voraus- 
gesetzt, dass man in hinreichender Anzahl die einzelnen Bestimmungen 


f M. AI“. ■} M“ . . 

!•- =D. ■ f =7F7 ’ =>: • ctc ' 


erhalten habe, in welchen s verschiedene Wcrthe annimml. 


U. 

Um die zwcckrnässigslo Verbindung dieser Kinzelnbcstimmungen 
zu einem Endresultat anzugeben, kann man sich des mittleren zu be- 
fürchtenden Fehlers bedienen, den Gauss für die Bestimmung des Qua- 
drats des mittleren Fehlers entwickelt hat; da dieser aber zu verwickelt 
ausfällt, so kann man die Grenzen desselben, die auch von Gauss ange- 
geben worden sind, zu diesem Zwecke anwenden. Nimmt man die wei- 
teren Grenzen, so ist das Quadrat des mittleren, in der Bestimmung von 
/t ' 2 zu befürchtenden Fehlers 

— V* 

D 

*) und das Gewicht der Bestimmung von /i- ist diesem umgekehrt pro- 


*) S. Gauss, Thron, -1 combin.itinnis observationum etc. letzter Artikel. 
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porlional. Da in diesen) Ausdruck unter /i dessen wahrer Werth ver- 
standen werden muss, welcher für jede Gattung von Beobachtungen un- 
veränderlich ist, und die Gewichte Vcrhältnisszahlen sind, so ergiebt sich 
hieraus , dass fllr die Gewichte der Einzelnbestimmungen des vor. Art. 
bez. D, , D,' , Di' , etc. angenommen werden können, und hieraus 
folgt vermöge der Gleichung (9) der Abhandlung das Endresultat 

m. + ■*: + m, - + . . .) 

“ z{d, + d; + /)," + . ..} 

wo die Summcnzcichen sich auf s beziehen. Auf diese Weise sprechen 
auch die Bestimmungen, die, weil sie auf einer geringen Anzahl von Beob- 
achtungen beruhen, einzeln und fUr sich betrachtet, nur geringen oder 
gar keinen Werth haben, auf geeignete Weise mit, und tragen das Ihrige 
zur sicheren Bestimmung des mittleren Fehlers auf angemessene Art bei. 

15. 

Wenn in einer Triangulation alle Beobachtungen der Richtungen in 
Eine Klasse gestellt, und folglich Allen dasselbe Gewicht, welches = I 
gesetzt werden kann, beigelegt werden darf, so haben die im Vorher- 
gehenden entwickelten Bestimmungen höchstens den Zweck die Gute 
der Beobachtungen an sich kennen zu lernen, und ihre Ausführung kann, 
wenn hiefür kein besonderer Grund vorhanden ist, unterlassen werden. 
Wenn aber auf verschiedenen Stationen verschiedene Gattungen von 
Beobachtungen angenommen werden müssen , dann tritt die Nothwen- 
digkeit ihrer Ausführung ein. 

Schreibt man zur Abkürzung für die rechte Seite des letzten Aus- 
drucks des vor. Art. K , so dass allgemein /t- = K wird , so bekommt 
man fUr die Stationen , deren Beobachtungen das Gewicht n bcizulegen 
ist, die Gleichung 



wo c eine beliebige Constante ist. Auf dieselbe Weise wird man fUr 
andere Stationen , auf welchen andere Gattungen von Beobachtungen 
Vorkommen, die durch das im Vorhergehenden erklärte Verfahren K\ K ' , 
etc. statt K gegeben haben , die Gleichungen 
4= K . 4-= K , etc. 

n' n 

erhalten, wenn 7 r' , n , etc. die Gewichte bezeichnen, die den Beob- 
achtungen dieser Stationen beizulegen sind. Hieraus folgen 
n = n 4p , n" = n , etc. 
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oder da Ein Gewicht willkuhrlich ist, und man demnach 


71 — 1 

setzen darf *). 

n = , n — , etc. 

womit die Gewichte aller vorhandenen . verschiedenen Gattungen von 
Beobachtungen bestimmt sind, und man die Producte 

, (2.2,1),.*, , (3,3,2),.*, , etc. (W,n). *, 
berechnen kann . die zufolge des Art. 1 38 der Abhandlung im zweiten 
Theile der Auflösung gebraucht werden. 


16. 

Zur Berechnung von M sind noch einige Bemerkungen zu machen. 
Die Correctionen . die eine mit einem Theodoliten eingeschnitlene Rich- 
tung verlangt, sind wenn man von den Theilungsfehlern des Kreises, 
und einem etwa durch das Niveau desselben angezeigten Mangel an 
Verlicalitttl in der Stellung der Drehungsachse vorläufig absieht , durch 
den folgenden Ausdruck gegeben, 

csccfi -4- ctg 0 

in welchem 90" — c den Winkel zwischen der Abschungslinie und der 
Achse des Fernrohrs, 90" — c den Winkel zwischen der Achse des Fern- 
rohrs und der Achse der Alhidade. und fl den Winkel bezeichnet, den 
die Ahsehenslinie während der Beobachtung mit der Ebene des Hori- 
zontalkreises macht, (den Höhenwinkel des einzuschneidenden Punkts). 
Ausserdem hat die Erfahrung angezeigt , dass zuweilen während der 
Beobachtungen eine kleine Drehung des Stativs, gemeiniglich von Osten 
nach Westen, statt findet. Auch kommt die Correction in Betracht, die 
wegen etwaiger Excentricität des Fernrohrs erforderlich ist. 

Die letzt genannte Correction anbelangend, die 
— 206265'” 8vc0 

n 

zum Ausdruck hat , wenn H die Kntfernung des Gegenstandes vom 
Theodoliten, und r die kürzeste Kntfernung der Absehenslinie vom Mit- 
telpunkt des Theodoliten bezeichnen, ist es klar, dass sie aus dem 


*) Die Bestimmung, die man hie und da findet, dass die Einheit des Gewichts 
solchen Beobachtungen entsprechen soll , deren mittlerer Fehler l" beträgt, hat gar 
keinen inneren Grund, und ist als unzweckmässig zu verwerfen ; statt dessen ist für 
irgend eine der wirklich vorhandenen Gattungen von Beobachtungen n=\ zu setzen. 
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Resultat verschwindet , wenn man einestheils aus den Beobachtungen 
mit dem Fernrohr linker Hand, andernlheils aus denen mit dem Fernrohr 
rechter Hand die Mittel, und aus diesen Mitteln wieder das Mittel nimmt. 
Sind in jeder dieser beiden Lagen gleich viele Beobachtungen angestellt, 
so verschwindet die Correclion ohne Weiteres aus dem Mittel aus allen 
Beobachtungen. Aber auch die beiden von c und c abhängigen Cor- 
rectionen verschwinden durch dasselbe Verfahren, vorausgesetzt dass 
man bei der Veränderung der Lage des Fernrohrs dieselben Zapfen der 
Fernrohrsachse in denselben Lagern belassen hat. 

Denn durch diese Aenderung wird bewirkt, dass der Winkel fl sich 
in 180" — fl verwandelt, und folglich die obige Corrcctionsformel in 
— csccO — c'tgfl 

übergeht. Wollte man zugleich mit der genannten Aenderung die Zapfen 
der Fernrohrsachse in die entgegengesetzten Lager bringen , so würde 
nur das erste Glied des vorstehenden Ausdrucks sein Zeichen ändern, 
also die. Correction nicht ganz verschwinden. 

Dem schädlichen Einfluss einer etwaigen Drehung des Stativ s auf 
die Beobachtungen beugt man dadurch möglichst vor. dass man von 
Gyrus zu Gyrus abwechselnd von der linken zur rechten, und von der 
rechten zur linken die Gegenstände nach und nach einschneidet. 

Wenn man sich daher zur Regel macht , die vorbenannten Abän- 
derungen zusammen genommen abwechselnd von Gyrus zu Gyrus ein- 
treten zu lassen, so sind die Summen der Beobachtungen und die Mittel 
daraus von den erwähnten Fehlern unabhängig. 

Die Berücksichtigung der Theilungsfehler wird am vollkommensten, 
wenn sie im Voraus für die anzuwendenden Theodoliten besonders er- 
mittelt worden sind, wenn dieses aber nicht der Fall ist, so bleibt nichts 
weiter übrig als vor Anfang eines jeden Gyrus den Nullpunkt auf dem 
Kreise zu verändern, wodurch man hoffen darf, dass die Wirkung der 
Theilungsfehler im Ganzen vermindert wird. Eine etwa hierauf übrig 
bleibende Wirkung der Theilungsfehler ist unter diesen Umständen nicht 
zu vermeiden. 

Wenn das Nivellement des Theodoliten nicht vollständig ausgefuhrt 
worden ist, so muss man, um die desfallsige Correction der beobachteten 
Richtungen berechnen zu können, die Neigung /R des Horizontalkreises 
gegen den Horizont, und die Ablesung q ermitteln, die dem höchsten 
Punkt dieses Kreises entspricht. Beide diese Data können nur durch das 
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Nivoau bestimmt werden, und zwar ,/i mit grosser Genauigkeit, aber 
(j weil weniger genau, wenn J'x klein ist; es kann aber auch io diesem 
Falle ein grösserer Fehler in p zugegeben werden. Nennt man nun die 
Ablesung dir irgend eine beobachtete Richtung r, so ist die Corrcction 
derselben 

Jr = lg f) sin (r — q) Ji 

Man erkennt hieraus, dass diese Corrcction bei kleinen Höhen - oder 
Tiefenwinkeln H der einzuschneidenden Gegenstände unbedeutend ist, 
wenn nur ./i klein ist; in gebirgigen Gegenden, wo grössere Werllie 
von 0 Vorkommen können, kann sie aber nicht unbedeutend werden, 
man muss also in solchen Gegenden mehr Fleiss auf die Ausführung dos 
Nivellemcnts des Theodoliten verwenden. 

17 . 

Aus dem vor. Art. ist ersichtlich, dass man, mit Ausnahme der 
zuletzt erklärten Corrcction, die Beobachtungen stets socinrichtcn kann, 
dass ihre Summen oder ihre Mittel, ohne besondere Rechnungen aus- 
lülircn zu müssen, frei von den Corrcctioncn des Instruments erhalten 
werden. Da in den Atisgleichungsrechnungcn nur diese Summen ge- 
braucht werden, so ist es für die Ausführung dieser gar nicht nöthig die 
Corrcctionen des Instruments in Erfahrung zu bringen, es wäre denn, 
dass man nach der Ausführung der Beobachtungen erkannt hätte, dass 
hic und da im Nivellement des Theodoliten zu grosse Fehler vorgekom- 
men wären. 

Du im Gegenlheil in den Unterschieden der einzelnen Beobachtun- 
gen von dem Mittel derselben , oder von einer constanten Zahl , die 
Corrcctionen des Theodoliten ihre volle Wirkung üussern, so scheint es. 
als müsste inan für die Bestimmung des mittleren Fehlers der nackten 
Beobachtungen diese Corrcctionen kennen, oder als könnte man hiefür 
die Beobachtungen nur paarweise benutzen. Dass man aber hiebei die 
Beobachtungen auch einzeln anwenden kann, ohne den Betrag der 
genannten Corrcctionen zu kennen, soll jetzt gezeigt werden. 

18 . 

Dass die aus Ji entstehende Corrcction hiebei nicht in Betracht 
kommt, wenn auch Ji noch so gross ist, liegt an der Hand. Da. man 
ferner vor dem Beginn der Beobachtungen sich immer bemühen wird 
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c und c fast Null zu machen, dieses mit Leichtigkeit und Sicherheit auch 
geschehen kann, und ein Mal licrgeslellt, bei einem gut gehanten Theo- 
doliten auch lange Zeit so bleibt, so kann man die durch c und c ent- 
stehenden Fehler in den Unterschieden der einzelnen Beobachtungen 
von dem Mittel derselben wohl stets als verschwindend betrachten, und 
es bleibt also blos die etwaige Kxcentricität des Fernrohrs zu betrachten 
Übrig. 

Diese ExcentriciUit hat nicht immer Einfluss auf die genannten 
Unterschiede, denn nehmen wir an, dass alle cingeschnittenen Gegen- 
stände sich in gleicher Entfernung von der Station befinden und gleiche 
llöheuwinkel haben, so haben selbstverständlich allcCorrectionen wegen 
ExcentriciUit gleichen Betrag, und ilben keine andere Wirkung aus, als 
dass sie die Correction der Nullpunkte der Gyri andern. Wenn folglich 
die eingeschnittenen Gegenstände nahe gleiche Entfernungen und kleine 
Höhenwinkel haben, so werden sie nur kleine Wirkungen auf die Unter- 
schiede, die hier in Rede stehen haben. Nur wenn die eingescbnillenen 
Gegenstände sehr ungleiche Entfernungen haben, oder sehr grosse und 
kleine Höhenwinkel Vorkommen, wird der Einfluss der Excentricilitl auf 
die Unterschiede wesentlich gross, und darf nicht unberücksichtigt bleiben. 

Aber man braucht deshalb nicht die Centrirungcn zu berechnen, man 
braucht nur jede Gruppe von Gyris so in zwei Abtheilungen zu theilen, 
dass die eine dieser alle Beobachtungen enthalt, die in der einen, und 
die andere Abtheilung alle Beobachtungen, die in der andern Lage des 
Fernrohrs angestellt worden sind. Hierauf ist nun nichts weiter zu thun, 
wie jede dieser beiden Abtheilungen für sich dem im Vorhergehenden 
erklärten Verfahren zu unterwerfen , worauf sich ftir jede derartige 
Gruppe von Gyris zwei Wertho von M ergeben, deren jeder denselben 
Divisor D bekommt. Das partielle Resultat . welches jede so behandelte 
Gruppe von Gyris fiir das Quadrat des mittleren Fehlers der nackten 
Beobachtungen giebt, wird also 

m + m' 

%D 

zum Ausdruck haben , wenn m und m die beiden Werthe von M sind, 
die man auf die eben angezeigte Art berechnet hat. 

Das Resultat, welches man durch dieses Verfahren erhalt, ist nicht 
nur frei von der Wirkung der Excentricitüt des Fernrohrs, sondern auch 
frei von der Wirkung der von c und c abhängigen Correctionen der 


Digitized by Google 



76 


P. A. Hansrx, 


Beobachtungen, ferner sind sie in dem Falle. Hass man die Beobachtungen, 
wie oben erklärt, angestcllt hat, möglichst frei von der Wirkung einer 
etwa vorgekommenen Drehung des Stativs wahrend der Beobachtungen. 

Die Theilungsfehler des Kreises Oben freilich jeden Falls , sei es 
dass man die oben beschriebenen Abtheilungen hat einftlhren müssen, 
oder sei es dass dieses nicht nölhig gewesen ist, wenn sie nicht be- 
sonders ermittelt und angebracht worden sind, eine Wirkung auf das 
Resultat aus, aber sie gehören alsdann auch mit zu den Fehlerquellen, 
die den mittleren Fehler der nackten Beobachtungen bedingen. 


19 . 


Bei der Bestimmung des mittleren Fehlers der nackten Beobach- 
tungen ist es unerlässlich, die einzelnen Beobachtungen zu berilcksich 
ligen, da man, wenn man hiezu Gruppen von Beobachtungen benutzen 
wollte, auf zu kleine Divisoren , und daher auf wenig sichere Resultate 
geführt werden würde. Hingegen zur Bestimmung des mittleren Fehlers 
einer Richtung, welcher sich schliesslich, nach der Ausführung der Aus- 
gleichung des Dreiecksnetzes ergiebt . alle vorhandenen Fehlerquellen 
in sich schliesst. und zur Ermittelung der mittleren Fehler der Resultate, 
oder der einzelnen Stücke des Dreiecksnetzes dient ; zur Bestimmung 
dieses mittleren Fehlers kann man sich der Gruppen von Gvris bedienen, 
aus welchen die strengen Werllie der Unbekannten hervorgehen, wie in 
der Abhandlung erklärt ist. Bei dieser Bestimmung vereinigen sich alle 
Beobachtungen, die bei der Ausführung der Triangulation angeslellt 
worden sind, zu einem Ganzen, und der Divisor D bekommt daher 


schon, wenn er aus den Gruppen berechnet wird, und die Ausdehnung 
der Triangulation nicht zu klein ist, einen ansehnlichen Werth. 

Dieses Verfahren ist dem der Bildung von Normalörlern , und der 
Verwendung dieser zur Bestntfirnm^ der Elemente, der Planeten- oder 
Cometenbahneu , nebst den sich hiebei^mgebenden mittleren Fehlern. 


X 

Will man sich indessen die vcrgrösserle Arbeit nicht verdriessen 
lassen, die hier die Zuziehung der einzelnen Beobachtungen verursacht, 
so lässt sich weiter nichts dagegen sagen, als dass der Erfolg oftmals 
dieser Bemühung nicht adäquat ist. Ich will für den Fall, dass der Eine 
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oder der Andere zur Anwendung dieses Verfahrens geneigt sein möchte, 
die Aenderungen die es veranlasst, und die sich hlos auf die Berechnung 
der in der Abhandlung mit (lli bezeichneten Grössen erstrecken, angeben. 

Seien für irgend eine Station, und filr irgend eine der auf derselben 
vorkornmenden Gruppen von Gyris l. f, etc. / , /", etc. etc. die 

Unterschiede der einzelnen Beobachtungen von den vorläufigen Werthen 
der Richtungen . die im ersten Stationstäfelchen angenommen worden 
sind, und 

i + r + r + . . . 


9 = 
7, = 


I, «,' + !,* + . 


. t, + c„ -t- •+- . 


7 . = 

wo n die Anzahl der Richtungen bezeichnet , die in der betrachteten 
Gruppe von Gyris Vorkommen, dann wird 


(U) = X 


(/-? J 

etc. 


('-«)*■ 
ft'-f.J* ■ 


(f —q Y ■ 

(r-9 .)*■ 

■ ( C - 7..) 1 


wo das Summenzeichen y sich auf alle Gruppen von Gyris bezieht, die 
auf der betreffenden Station vorhanden sind. Man kann diesen Ausdruck 
auf ähnliche Art , wie im Art. I I bei M geschehen ist , umformen, und 
erhält dadurch 


t'-t-n +n + ... j 


(I + /' +f + ...) 2 


+ + / 5 + f 2 + ... [ v 


+ (i, + ...)* 


+ +r„* +/„**+ ... 


+ (i„ + 


-f- etc. 


-+- etc. 



» ) 


Man erkennt leicht, dass in den Fällen, in welchen auf der Station 
nur Eine Gruppe von Gyris vorhanden ist, f/l) sowohl mit M wie mit 
(U,n) identisch wird, vorausgesetzt dass man unter den l nicht die Unter- 
schiede der Beobachtungen von beliebigen, als vorläufige Werthe der 
Richtung angenommenen Zahlen, sondern von den bez. arithmetischen 
Mitteln versteht , die in diesem Falle die auf der Station ausgeglichenen 
Werthe der Richtungen sind. 

Auf den Stationen, auf welchen zwei oder mehr Gruppen von Gyris 
Vorkommen, finden die ehen angeführten Identitäten nicht statt. 
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21 . 

Die Falle, in welchen mit einem Theodoliten beobachtet worden 
ist, welcher mit einem excentrisch angebrachten Fernrohr versehen ist, 
erfordern hier eine besondere Betrachtung. Wenn auf der Station nur 
Eine Gruppe von Gyris vorhanden ist , dann ist leicht einzusehen , dass 
der Satz des vor. Art. seine volle Geltung behalt, vorausgesetzt dass 
man die oben beschriebenen zwei Ahlheilungcn bildet , und unter den / 
die Unterschiede der Beobachtungen von den bez. beiden arithmetischen 
Mitteln versteht, denn die Werlhe der auf der Station ausgeglichenen 
Richtungen sind in diesem Falle die Mittel aus jenen Mitteln. 

Wenn aber auf der Station zwei oder mehr Gruppen von Gyris 
vorhanden sind, dann haben die arithmetischen Mittel in der Ausglei- 
chungstheorie gar keine Bedeutung mehr, und es muss in diesen Fallen 
die hier in Rede stehende Untersuchung anders durchgcftlhrt werden. 
Es müssen nun vor Allem, gleichwie oben, unter den / die Unterschiede 
der einzelnen Beobachtungen von den vorläufig angenommenen Werlhen 
der Richtungen verstanden werden, aber diese Unterschiede begreifen 
die Wirkung der Excentricitat des Fernrohrs in sich, die nicht zu den 
Beobachlungsfchlern gezahlt werden kann, und daher daraus entfernt 
werden muss. Hicftir bieten sich zunächst zwei Mittel dar, man kann 
einestheils, wenn die Entfernungen der cingeschnittenen Gegenstände 
schon hinreichend genau bekannt sind, für jeden derselben die Wirkung 
der Excentricitat berechnen , und ilic Beobachtungen davon befreien, 
anderntheils kann man diese Wirkung schon dadurch entfernen , dass 
man die Beobachtungen paarweise benutzt, nemlich vor Allem aus je 
zwei Beobachtungen , die in entgegengesetzten Lagen des Fernrohrs 
angestellt worden sind, das arithmetische Mittel nimmt, von diesen 
Mitteln den vorläufig angenommenen 'Werth der bez. Richtung abzieht, 
und die so erhaltenen Unterschiede als die Werthe der l betrachtet. 

22 . 

Es ist ausser diesem noch ein drittes Verfahren möglich , welches 
die Kenntniss der Entfernungen der eingeschnittenen Gegenstände nicht 
vorausselzt, und dennoch die directe Benutzung der einzelnen Beobach- 
tungen gestattet. Seien u, a, a, etc. die einzelnen Beobachtungen irgend 
einer Richtung in einer Gruppe von Gyris, die in der einen Lage des 
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Fernrohrs erhalten worden sind, so wie ß, ß , ß\ etc. die Beobachtungen 
derselben Richtung in derselben Gruppe von Gyris , die man in der an- 
deren Lage des Fernrohrs erhalten hat; sei e die Wirkung der Kxoentri- 
cititt des Fernrohrs in Bezug auf diese Richtung. Die von dieser Wirkung 
liefreiten Beobachtungen sind also 

«-He, «'-He, «"-He, etc. 
ß — e, ß — e , ß‘ — e , etc. 

und wenn keine Beobachlungsfchlcr vorhanden waren, so müssten nicht 
nur 

« -t- e — ß — e 
a - 1- e = ß — e 
« -+- c = ß ' — e 
etc. 

sein, sondern es müsste auch aus allen diesen Gleichungen derselbe 
Werth von e hervorgehen. Zufolge des allgemeinen Grundsatzes des 
Art. I der Abhandlung wird hiemit, in der Voraussetzung dass allen 
Beobachtungen gleiche Güte beigelegl wird, 

^ fl + fl‘ + 0" + etc. — « — — etc. 

n 

wenn n die Anzahl der einzelnen Gyri der betrcITenden Gruppe bezeich- 
net. Hiemit kann man die Summen und Unterschiede 
a ■+■ e , a ■+■ c , u ■+■ c , etc. 
ß — e , ß — c, ß" — e , etc. 

berechnen, von welchen um die bcz. I zu bilden der vorläufig ange- 
nommene Werth der Richtung abzuziehen ist*). Dieses Verfahren ist für 
jede in der bez. Gruppe beobachtete Richtung besonders auszuführen. 

Sind nun alle l dein Vorhergehenden gcmUss berechnet worden, 
dann wird nach einem der beiden Ausdrücke des vorvor. Art. (//) berech- 
net, und die darauf folgende Berechnung von (//.») wird ohne Verände- 
rung so ausgeführt, wie in der Abhandlung erklärt worden ist. 

*) Man kann bemerken, dass in dem Falle, wo die Gruppe von Gyris nur aus 
zwei Gyris besteht , hieraus 

u -4- e = ß — e — 

hervor seht, und folidirli dieses Verfahren mit dein oben angegebenen zweiten Ver- 
fahren identisch wird. 
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Suppl. 3. Ableitung einer bisher unbekannten Bedin- 
gungsgleichung, die im zweiten Theile der Ausglei- 
chung eines Breiecksnetzes statt findet 

1. 

Der im Art. 72 der Abhandlung bewiesene und durch die Gleichung 
(Iji) ausgedrückte Satz, ncmlich 

Nx -+- Nx -+- Nx“ + ,„ + #s0 
welcher, nachdem im Art. 70 6 = 0 gesetzt worden, und diese Be- 
stimmung im Verlaufe der Abhandlung beibehalten worden ist, auf 
Nx -+- Nx ■+■ N'x" ■+• ... = 0 

reducirt wird . bezieht sich auf die Ausgleichungen auf den Stationen, 
indem hier x, x, x etc. die Resultate dieser Ausgleichungen bezeichnen. 
Spater, nach Abänderung der anfänglich benutzten Bezeichnungen in 
andere, die in der Anwendung passender erscheinen, nimmt er die Form 
Nw(i) -+- Nw{ 2 ) N‘tv(3) ■+■ ... = 0 

an, und in dieser Form ist er namentlich im § 6 angeführt, und als ein, 
zur Prüfung der Richtigkeit der Ausführung der numerischen Berechnun- 
gen der Ausgleichungen auf den Stationen geeignetes, einfaches Mittel 
bezeichnet worden, da er für beliebige Werthe der N, N, etc. gilt, und 
nur seine Wirksamkeit aufhOrt, wenn man alle N gleich Null macht. In 
diesem Falle, welcher im zweiten Verfahren vorkommt, ist dieser Satz 
nemlich stets identisch erfüllt, welche Rechnungsfehler man auch in der 
Ausgleichung auf den Stationen begangen haben mag. 

^ Ich werde hier weiter gehen, und den Beweis führen, dass dieser 
Salz auch im zweiten Theile der Auflösung statt findet, das ist, dass 
auch die Gleichung 

iVz(!) f -i- Nz{ -i- iVz(3) t + — = 0 
statt tindel, wodurch für die Prüfung der Richtigkeit der Berechnung 
der numerischen Werthe der z(l z(2), . etc. und, wie man sehen 
wird, auch der l\r,I) , f[rjl) , etc. eine neue Conlrole erlangt wird. 

2 . 

Wenden wir uns zum Art. 35 der Abhandlung und inultipliciren 
die dort befindlichen Ausdrücke für (utj), (/fy), yi 4 , etc., bez. mit A’, N, 
A’\ etc. dann erhalten wir 
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- 4 - (ßq)IS - 4 - 77 A - 4 - ... = 1 .1 )A - 4 - 1,2 A' + (l.3)A — .--!</ 

-+■ i(l.2)A' -4- (i.i'.Y -4- (2,3)AT -4-...I?' 
- 4 - ; l,3jA' -+- (2,3 A" +• (3,3)AT •+- 
- 4 - etc. 

Aller im Arl. 71 Italien die mit l.l), (1,2 . elc. elc. bezeichneten Grossen 
diesellie Bedeutung wie im Arl 35. und folglich geht die vorstehende 
Gleichung durch IlUll'e dei (63) in die folgende (liier, 

(«r/jA’ -+- i*/ A -4- yq N" - 4 - .. = q -4 - q ■+■ q" + ... 

Eben so bekommt man 

(«x A" + (/ 2 x)A + pt)N" +• ... = ;»■ -t- »■' -4- r" ■+■ ... 

faA)A -4- 2 / A -f- (yX)h -4- ... = (x - 4 - X - 4 - X - 4 - ... 

etc. elc. 

wo zufolge der (30) q. q, q , etc. r, r, r", elc. x, * . etc. etc. die 
Coefficienten der Unbekannten in den verschiedenen Bedingungsglei- 
chungen sind. 

Gehen wir nun speciel zur geodätischen Aufgabe über, und be- 
merken. dass in dieser die Bedingungsgleichungen blos Winkel, oder 
Unterschiede von paarweise genommenen Richtungen enthalten, so folgt 
dass in dieser Aufgabe nicht blos im Allgemeinen, sondern für jede Sta- 
tion ins Besondere 

0 = q -4- q -4- q" -4- ... 

0 = r -4- r -4- r" -4- . . . 

0 = .v - 4 - x’ - 4 - x" - 4 - . . . 

etc. 

sind. Die oben erhaltenen Gleichungen gehen daher über in 
ü = ittq A - 4 - |A ( iA’ - 4 - ( yq)l\ " -+■ 

0 = («x)A' -t- (/Skj A" -4- (yxW“ -4- . . . 

0 = 1 ui.: A -4- ji /. ] A -4- (yü)A -4- .. 

etc. 

Da nun zufolge des Art. 49 

1 = '«*/)“ + («*)/2 -4- («A,/, -4- . 

* = 0*7)«, ■+■ (/**)/?, •+■ (|2A)y, -4- . . 

*” = 77 )«, - 4 - (/x i|2 -4- I 74 )/, -4- . ■ • 

elc. 

Vbhandl. d K. S. GwIIkIi. »I WiMcuwh. XIV. (l 
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und dorl z , z", etc. dieselbe Bedeutung Italien, wie später c(1 s(2>,. 
2(3),, de., so bekommt man sogleich 

0 = Nz{ 1), + N '*(2), + A'"i(3), •+■ . 

(tir jctlc Station besonders. W. z. b. w 

3. 

Um diesen Satz auf ein Beispiel anzuvvonden nehme ich die Station 
(1) des Haupt Beispiels vor. Im Art. 96 wurde gefunden 

z(1), = •+- OM 07 , z( 2), = + 0 .073 , j(3), = — 0".440 

*(4), = +■ 0.450 , z(o), = — 0.038 . 2(4), = — 0.008 . 

und im Art. 84 für dieselbe Station 

iV = 1 .5 , A” = 3.0 . A“ = 0.5 , 

AT' = 0 , AT = 2.5 , AT = 0.0444 
Din Itecbnung giebt daher 

2 ( 1 ), = (9.0294) . 2(2), = (8.8633) . 2(3), = (0.6435«) 

N = (0.1769) , AT = (0.4771) , A" = (9.6990 ). 

9.2063 9.3404 9.3425» 

2(4), = ( ) , 2(a), = (8.5798«) , 2(4), = (8.8325») 

AT =( — <»), AT = (0.3979 ) . A T ‘ = (0.0752 ) 

8.9777» 8.8077» 

und die Producle sind folglich 

-I- 0M 61 
■4- 0.219 
— 0.220 
0 

— 0.095 

— 0.064 

Sa. = ■+. 0.001 
welches Ihr Null zu erachten ist. 

Im Art. 78 wurde bewiesen, dass für jede Station, auf welcher in 
jedem Gyrus alle vorhandenen Richtungen eingeschnitten worden sind, 
die Gleichung 

N = AT = N" = etc. 

statt limlet und fiir jede solche Station wird also der oben bewiesene 
Salz 
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Das Beispiel der Abhandlung bielel keinen solchen Fall dar. aber 
in der Gaussischen Abhandlung •Supplement um theoriae eombinationis 
etc.n findet er auf allen im dortigen, aus der hannoverschen Gradmessung 
entlehnten, Beispiel vorkommenden Stationen stall. Da die dortige Be- 
zeichnung (0). (1), (2). (3); (4), (5) (ö); etc. mit der hier eingefilhrten 
2(1), . z(2)i, i(3),, 2(4),; 2(1)2, 2(2)2. 1(3)2; etc. identisch ist, so findet man 
im Art. 24 der angezogenen Abhandlung. 

2(1), = +• 0".0G5. z(1 ) :1 = — 0".48l 

2(2), = — 0.212 , 2(1)2 = -t- 0",233 . 2(2)3 = -1- 0.406 

2(3), = -+■ 0.339 , 2(2)2 = — 0.071 . 2(3), = + 0.021 

2(4), = — 0.193 . 2(3)2 = — 0.102 , 2(4), = -+- 0.034 

Sa. = — 0.001 , Sa. = 0.000 . Sa. = 0.000 

u. s. vv. mit dem obigen Satze Übereinstimmend. Da Gauss dieses Satzes 
gar nicht erwähnt , so muss man schliessen, dass er ihm entgangen ist. 

4. 

Als Gorollarium zum oben bewiesenen Satze kann noch das Fol- 
gende bemerkt werden. Da statt der oben angewandten Bezeichnungen 
(«»/) • (ßu) ■ (n) - etc. 

H - iß*) • (r*) ■ ec- 
etc. 

in; Verlaufe der Abhandlung die folgenden eingefuhrt worden sind. 
I\\J). , /(2 ,/). , ( 3,/). , etc. 

IHM)., ({1,11),, ((3,11),. etc. 
etc. 

so giebt der vorvor. Art. auch die Relationen 

0 = N.(\J), -+• N'.(2,l), + N". I{3,l), + . . 

0 = N.({\M), + N‘.(2,II), ■+■ N" ([3,ll), + . . . 

0 = JV./(1 ,111),+ N'.(2,II1), -t- N". (3,111), -f- ... 
etc. elc. 

die filr jede Station besonders statt finden, und auch zur Prüfung der 
Richtigkeit der numerischen Rechnungen, so wie zur leichteren Auf- 
findung etwaiger Fehler in denselben dienen können. 

Ich bemerke noch, dass alle hier entwickelten Relationen wegfilllig 
werden , wenn man sich des in der Abhandlung entwickelten zweiten 
Verfahrens bedient. 


6 * 


Digitized by Google 



Si 


P. A. Hansen, 


Suppl. 4. Von der Behandlung etwa vorhandener, 
überzähligen Richtungen. 

i. 

Im Art. 7 1# der Abhandlung habe ich in Bezug auf etwa vorhan- 
dene überzählige Kü hlungen angegeben diesen in der Reihenfolge der 
Richtungen der betreffenden Station die letzten Stellen zuzutheilen. in- 
dem sie darauf im zweiten Theile der Auflösung so wenig w ie möglich 
einlretcu. Hier werde ich zeigen, wie man bewirken kann, dass sie im 
zweiten Theile der Auflösung gar nicht erscheinen, und dabei alle Übri- 
gen Vorlheile . die das erste Verfahren darbietet . vollständig bewahrt 
bleiben. Ich werde zuerst den Fall Einer Überzähligen Richtung, und 
darauf den, in welchem zwei solcher auf irgendeiner Station vorhanden 
sind, betrachten; aus den hiedurch sich ergebenden Formeln kann man 
leicht erkennen, wie in Fällen, wo drei oder mehr Überzählige Richtungen 
vorhanden sind, zu verfahren ist. 


± 

Die erste jetzt zu beachtende Regel ist die. dass man alle vorhan- 
denen über zähligen Richtungen aus der natürlichen Reihenfolge der Über- 
haupt auf der Station vorhandenen Richtungen herausheben, und den 
Richtungen nach den Dreieckspunkten voran stellen muss. 

Sei nun Eine überzählige Richtung vorhanden , so stelle ich die 
Aufgabe zu bewirken, dass nicht wie im Art. " (i die Coelßcicnlcn 
[ab) , ! aej , (ad) , etc. nebst (bc) 

der Gleichungen tii des Art. <>9. sondern statt dieser die Coeflicienlett 
K bc. I , /u/, I ) , (be.ij , etc. nebst (cd. 1 1 

Null werden. 

3. 

Wenden wir uns zu den Ausdrücken des Art. 4>3, so linden wir, 
dass die oben airfgestelllen Bedingungen zunächst auf die folgenden 
Gleichungen führen. 
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bc, I ) = 0 = (bc) -+■ (ac)«’ 
bd 1=0 = (bd) -f- icd)a 
br, I) = 0 = i be) -+- (ne)u' • (.4/ 
elc. 

cd. I ) = 0 = (cd) -+- (adfi 

in welchen 

(ab -i- na 1 «’ = 0 I 

ß i 

ttc) - 4 - an ,V = 0 1 

sind : auf der Auflösung dieser Gleichungen beruht die Aullösung un- 
serer Aufgabe, als deren Unbekannte die im Art. 00 eingeftthrlen . und 
mit xV, fl", X'. elc. Itezeichneten Grössen zu betrachten sind. 


i 

Ks waren nun zunächst aus den Gleichungen des vor. Art. « und 
(i zu eliminiren. und in die daraus hervorgehenden Gleichungen die all- 
gemeinen Ausdrücke der (an , ab), elc. etc., die auch im Art. 09 ge- 
geben sind, zu suhstitniren. Diese Gleichungen würden hierauf zu Func- 
tionen der N,X', X", etc. werden, deren Ausdrücke hierauf durch wech- 
selseitige Eliminationen zu entwickeln waren. Diese Behandlung dieser 
Gleichungen führt iudess auf Ausdrücke für die genannten Unbekannten, 
die so verwickelt sind, dass sie sich zur Anwendung nicht eignen. Man 
muss daher ein anderes Verfahren anwenden, und dieses kann man auf 
den Um tand stützen, dass nicht alle X aus diesen Gleichungen bestimmt 
werden können, sondern eine dieser Grössen willkührlich bleibt. Man 
hat a. a. O. gesehen , dass die Anzahl der X der Anzahl aller auf der 
Station überhaupt eingeschnittenen Richtungen gleich ist, lindet dagegen 
aber leicht, dass die Anzahl der Bedingungen, die im vorvor. Art ein- 
geführt wurden, um Eins kleiner ist, wie diese Richtungen, und hieraus 
folgt, dass Eine der Grössen X. X'. X". etc. willkührlich bleibt. Wenn 
man diesen Umstand zweckmässig benutzt , so ergiebl sich eine sehr 
einfache Aullösung unserer Aufgabe. 


Sei von nun an 


und in Folge dessen 


X = 0 
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worauf 


(an) = Q — (pp) , (Ob)' = (J — (pp) 

(ab) = — (pp) , (bc) = — (/>>') 

(ac) = — (/>/) , (bd)‘ = — (///“) 

(ad) = — (p/i") . etc. 

etc. 


(<d) = (Ar) . (bl, = (Ix) 


(cc)' = Q — (p"p") , 

(« 0 ’ = — (pY) ■ 

etc. 

(cl) = (Ar") 


(,W/ = 0" — (/>>") 

etc. 

(,//) = (Ix") 
etc. 


(66) = (66)' /V ,J , 
(6c) = (bc)' -+- N'N" . 
(bd) = (bd)' + /V'/V" . 
etc. 


(cc) = (cc)' + JV" 2 

(cd) = (er/)' -+- N“N- 

etc. 

((/,/; S (dd)'+ N"" ! 
etc. 


etc. werden, wahrend der Ausdruck für (U) unverändert bleibt. Setzt 
man nun diese letzteren Ausdrücke in die Gleichungen (A), so erhall man 

N'N ' = — (bc)' — (nc)rr' <= — (6c, 1)' 

N'N 1 = — (bd)' — (ad)a = — (bd,))' 

N‘N" = - (6e)' - (ne)«' = - (6c, 1)' 

etc. 

N’N"' = - (cd)' - ( mt)t r = - (cd,))' 

wenn 

(6c, 1)' = (bc)' -t- (ac)a 
> (bd, I )' = (bd)' (ad)u 
(bc,)) — (bc)' ■+■ (ac)«' 
etc. 

(cd, I)' = (cd)' -+- (ad)(i 
(ce,l)' = (ce) ■+■ (acj(f 
etc. 

(de, I )' = (de)' -+- (ac)/ 
etc. 
etc. 

gesetzt wird. Reslimmt man nun die N' , N", etc. so dass 
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etc 


y \ f |4c,l)’ \bd,l)‘ y„ _ 

K Icd.I) — 

V" |/ (*<•.•>’ (»*■*)* 

— r w.i)- 

Y- _ i/_ 

r iftc.i - 

werden, so erlmlt man sogleich 

(66,1) = ( 66 . 1 )' ■+■ iV'-’ 

(6c, 1) = 0 
( 61 /, I ) = 0 
(6e, I ) = 0 
etc. 

(cc.l) = (ce. 1 )' -+- N " 1 

(cd, I ) = 0 

(cc.l) = (cc.l / ■+■ N"N" 
etc. 

(dd, I ) = (« 61 , 1 )'- 1- AT- 

(«fe. I ) = -4- N“N" 


[be,\ 

~ N' ~ 


etc. 


(ee, t) = (ce, I)' + A" 2 
ctc. 
etc. 

wo die (66,1)', (cc, 1)', etc. eben so zu berechnen sind, wie die übrigen, 
iihnlich hczcichnctcn, Grössen, und die Berechnung der (6/, I), (cl, 1 ‘ etc. 
unverändert so ausgcftlhrt wird, wie im § l der Abhandlung angegeben 
ist. Hiemit ist die Aufgabe schon vollständig gelöst, und vorausgesetzt, 
dass inan den wahrscheinlichsten Werth der überzähligen Richtung nicht 
kennen zu lernen braucht, wird der weitere Verlauf der Auflösung genau 
so diirchgcfllhrl, wie im § ö bei dein «ersten Verfahren» gezeigt worden 
ist. In dein Falle, dass inan auch den wahrscheinlichsten Werth der 
überzähligen Richtung kennen lernen will, kommt eine kleine Rechnung 
hinzu, die weiter unten erklärt werden wird. 


6 . 

Dass im ersten Tlicilc der Auflösung die überzählige Richtung nicht 
weiter cinlrilt, ist an sich klar, aber dass sie im zweiten Theile der Auf- 
lösung gar nicht eint ritt . muss besonders gezeigt werden. Da in Folge 
der Cocflicienlen. die oben gleich Null gemacht worden sind, auch 
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ß‘ — y' = A — etc. = y — 0 

werden, so nehmen die allgemeinen Ausdrücke der iyr .1 t , i t r.U elc. 
die folgende Form an 

i ?(«,/), = <i al ). 

tj(b,l), = «. 7 n,l , + 7 bl i, 

>i{e,l), = «*.#/(«,/'. •+■ 7(c,/), 

7 d,/), = n~.q{a,l), -+■ 7 (</,/}, 

Vc./), = , ■+* y“.q{e t l), + A\f,IJ„ + 71,«./) 

elc. elc. 

die durch Vertauschung der / mit der II, III. elc. nach und nach auf alle 
Bedingungsgleichungen auszudehnen sind. Da aber die Richtung o eine 
überzählige ist, die mit dem Dreieeksnctze in keiner Verbindung steht, 
so sind immer die Difterentialquolienten 

q(a,l), = 7 («,//), = t](a.lll), = etc. = 0 
und streicht inan demzufolge die betreuenden Glieder au» den vor- 
stehenden Ausdrücken weg, so werden erstlich 

, = ij(a,ll), — iy n .111 ), = elc. = 0 
und aus den übrigen Grössen dieser Gattung »erschwindet Alles, was 
von der überzähligen Richtung abhitngl, indem y‘ . A " , etc. elc. von den 
etc. unahhimgig sind. Da somit die ij(r,l),. i j(r.//),. elc. von 
der überzähligen Richtung unabhängig sind, so sind die /(r,/), , /(r,// ,, 
elc. und die CoefGcienten der Endgleichungen cs auch , und der ganze 
zweite Theil der Auflösung ist demnach von der überzähligen Richtung 
unabhängig. W. z. b. w. 


7 . 

Zur leichteren Uebersichl sollen jetzt die im Vorhergehenden ent- 
wickelten Ausdrücke in die im § tj der Abhandlung angewandte Be- 
zeichnung übersetzt, und ausführlich angeführt weiden Die überzählige 
Richtung werde ich mit n bezeichnen, während wie a. a. 0 . die übrigen 
Richtungen mit den fortlaufenden Zahlen 1 , 2 , ■'!, elc. bezeichnet werden. 
Die Hülfsgrüssen (t, y . etc., die von der überzähligen Richtung ab- 
hängen , sollen um sie von den übrigen ähnlichen zu unterscheiden mit 
a, b‘, c, etc. bezeichnet, und hierauf mit « ß . etc. ß‘. y , etc. y“, 
etc etc. fortgefahren werden. Da endlich JV = 0 ist. so werde ich auch 
.V statt .V, A” statt N , etc. schreiben. Es sind nun erst zu berechnen 
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(aa) 

= Q- 

w) • 

(ab) 

= — 

(pp': ■ 

(ac) 

= — 

(ppp 

(ad) 

= — 

(ppl< 


etc. 


(«0 

= (1*) 

t 

(cc) 

= Q - 

(/»>*). 

(cd) 

= — 

(pV). 


etc. 


(cl) 

= «*■) 

, 


(66) = 0' — (p‘p‘l 
(bc) = — (pp") 

Mi = — {p'p“) 

etc. 

{bl) == {Ix') 

dd) = Q" — (pY) 
elc. 

{dl, = (lx~) 


11 . s w. so wie ,//} wie vorher zu berechnen. Hierauf rechne man 


a 


(«ft) (qc) 

(<w) ’ «o ! 


ad 

na> 


. etc. 




(«5 

aa) 


(66,1) = (66) -4- <i6)n' 

(6c, 1) = (6c) -+- (ac)a‘ 
hd,\) = 6rf) -i- (i tl n 
elc. 

16/, I) = hl) -4- (o/)« 

(cc, I ) = (cc) -4- (ac 6' 
r</, I = 'cd) -4- «(/ 6 
elc. 

cl. I ) = (c/i -4- io<)6 

{dd, 1 = (/(fi -4- (flrf)c’ 

etc. 

(<//,<) = (<//) -4- (al,c 
etc. bis 

//,«) = (II, -4- (fl/ X'“’ 

Man sieht, dass diese Ausdrücke die erste Ahlheilung der bekannten 
Auflösung der Gleichungen bilden, auf die die Methode der kleinsten 
Quadrate immer hinfilhrt. Hierauf ist zu berechnen 


w = / 

— (6c, 

i 6</.r, 

<<M) 

_ 

■V 

.r = ■ 



(cd,l ; 

Ar 

iV = — 

V 

wi 

A"‘ = 

W,*: 

s 

- 

“(<.^rrr 

etc. 
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worauf sich die folgenden Ausdrucke ergeben. 

(1,1) = (66,1) + N* , (*,*,!) = (cc.1) 
(!,*)= 0 
(1,3) = 0 
etc. 

(1,0 = (W.1) 


A' 2 


(3.3.2) = (<W,I) 

(3.4.2) = (cfc.l) 

etc. 

(3.2.2) = (dl, 1 ) 


N‘‘ 

N’N“ 


(2.3.1) = 0 

(2.4.1) = (ce, 1 ) ■+■ A A" 

etc. 

(U I) = (ci.1) 

(4,4,1) = (ee,1) -t- A 3 
etc. 

(Ul) = (e/,1) 


u. s. w. wenn mehr Richtungen vorhanden sind. Mil diesen Coefficienten 
wird nun die fernere Rechnung bis an das linde derselben genau so 
ausgefuhrt wie im § 6 bei dem ersten Verfahren beschrieben worden ist. 
In Uc/.ug auf die Bezeichnung ist die einzige Remerkung zu machen, 
dass man statt des a. a. 0. vorkommenden Ausdrucks 
(«.!) = («) + (1,0/ 

jetzt 

(«.!) - («.«) + (U,* 

schreiben muss. 


8. 


Wenn man auch den wahrscheinlichsten Werth der überzähligen 
Richtung kennen lernen will, so dienen dazu die folgenden Ausdrücke. 
Man rechne zuerst 

n = d 
n = b' 
a = c 

n II II H I*< n> 

a = a + y a ■+■ y a 
d = e -+- d "a -+■ i) ' a -+- A " a" 


etc. 

worauf man 

— »{«) = ■+■ X» •+■ X« ■+■ X<i" •+■ *V + xd ■+• ■■■ 

erhalt. Setzt man ferner 

/(«,/), = n'Q(\,l) t ■+■ a"Q(2J), -+- d"Q(A,l), -+- d‘Q(i,l)„ -+- 
und demgemäss für alle übrigen vorhandenen Redingungsgleichungen, 
so ergiebt sich 
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z(a) == /(a,l),(l) + l[a Jl).(U) + A« ///),(///) -+- ... 
wo wieder (/), (II), (III), etc. die Wertlie der Unbekannten der Knd- 
gleichungen bezeichnen. Nennt man endlich wieder («) den vorläufigen 
Werth, den man im ersten Anfänge der Rechnung für die überzählige 
Richtung angenommen hat , so wird der wahrscheinlichste Werth der- 
selben 

j(o) = (o) -+- iv(a) — z(a) 


9 . 


Nehmen wir nun an, dass auf irgend einer Station zwei überzählige 
Richtungen eingescbnilten worden sind, so folgt die Auflösung dieser 
Aufgabe so einfach aus der vorhergehenden, sich auf Eine sulche Rich- 
tung beziehenden, dass sie ohne Weiteres hingeschrieben werden kann. 
Man setze zuerst die beiden überzähligen Richtungen allen andern voran, 
und mache wie in der vorhergehenden Aufgabe 

(ao) — Q — (pp) , (66) = Q — (pp) 

(ab) = — (pp’), (6c) = — (pp') 

(ac) = — (pp ") , ( btt) = — (pp") 

(ad) = — ( jip “), etc. 

etc. 

(al) = (Ix) , (bl) = (Ix) 

(cc) — Q — (p"p°) , (dd) = (f — (;»>") 

(cd) = — (pY) , etc. 

etc. 

(d) = (Ix) , (dl) = (Ix) 


u. s w. und rechne auch (U) wie immer. Hierauf berechne man die 


zwei ersten Abtheilungen der bekannten Auflösung, nemiieh 


fab) 

(<w| 




(ac) 

’aaj 


fall! 

taa) 


etc. = — 


lal, 

an 


(66,1) = (66) ■+■ (ab)a' 
(6c, I) = ybc) -t- (ac)a 
(6c/, I ) = (bd) -¥■ (ad)a' 
etc. 

(bl I) = (bl) ■+■ ( ul)a' 
;cc, I ) = (cc) -t- (ac)6' 
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cd. I ) = (cd) -+- (ad)b' 
etc. 

cU) = >/ + «/fc 
r/f/.t) = (dd) -f. ( a d)f‘ 
etc. 

<11. I ) = [dt: ■+ >/ «■ 
etc. bis 

//,«) = i/r, -f. n/y 
r ’ ' c = - (MJ e ic r"> 
tec,2) = (ec, I } + (6c, 1)6" 
ci/,2) = (er/, 1 ) •+. 6d, I )b“ 
etc. 

(c/,2) = (c/,1) + 6/. 1)6" 
(dd.i)= idd.l + (bd.\)c 
etc. 


dl.t) = (//, 1 

1 -f- bl, 1 )c" 

etc. 

bis 

!//.* = (II, „ 

-t- (6/ 1 )z' hl 

Hierauf «erden 


M = / — frr/,2) (ce,2) fdr.2 

,V = _ w 

de.i 

V (</,* 

N 

A"'= - * 

fct».4) 

V" (fp.i' 

.V 

.V = _ - « 

, , ("M 

berechnet, worauf man 

etc. 

1 . 1 j = (cc.ij -+- A 2 . 

( 

2,2.1t == r/r/. 2) -t- V* 
2,i, 1 = f df.i) + VW 

1 

2,5.1) = (dg.t + vw 


etc. 

(l. /)=(«•/, l) . ( 

2./.! = ;>//, 2 

3,3,2) = iec, 2) ■+• .V» , 

U,lf= (//, 2) + f' 

3, 1.2) = c/,2) + .VW' . 

1.5.1) = (fg, 2) -+- .V W 

3,5,2) = (ej,2) -t- VW* , 

etc. 

etc. 

i./.l = '/ /,2 

3,/,2j = (el.it 

W5,i)=; ffff ;2)'+ v 1 


etc. 


3./.I) = 9 /,2, 
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u. s. w. erhalt. Mit diesen Coefficienten ist wieder die fernere Rechnung 
bis an das Ende derselben genau so auszuftlhren . wie im § 6 der Ab- 
handlung bei dem ersten Verfahren beschrielien worden ist. Nur muss 
wieder statt des dort befindlichen Ausdrucks 


jetzt 

geschrieben werden. 


m = (io (i jjx 
ui . n = ui.b) fi,/;/ 


io. 

Wenn auch die wahrscheinlichsten Werthe der beiden überzähligen 
Richtungen zur Kennlniss gebracht werden sollen , so sind im gegen- 
wärtigen Falle die folgenden Ausdrücke anzuwenden. Zuerst 
«' = a 

n" = 6 ' -t- h a 
b" = V 
a“ = c' ■+■ r“ a 
b — c" 
a = fl' -h (f a 
b"= d 

n = e -4- e"d -t- yd ■+■ y d' 

li == ft •+• yd -f- y d' 

« = f' -i- l"d -4- A"d -l- An" -j- A" d 

d = f' -f- Ab -t- A b" + A d 

etc. 

woraus 

— WUi; = y'"n -4- y ,h 'd *+* x'n "I” X a "+• X 11 -4- x'd -4- yd -4- . . . 

— U'b = y ih> yd -f- yd -4-/6 -4* y d -4- yh‘ -4- ... 

hervorgehen. Ferner 

= a(J I V), -M» ( > 2.1 -4- a"Q{3J ), -t-a'Q bJ), + a"Q{SJ), ■+■ ... 
/TW), = dQ. I ,/), -4- b m Q[i,I), + 6" 0(3,/), -I- dQ{U), -4- 6'0(5,/ ). + ... 
und demgemäss für alle übrigen Bedingungsgleiehungen. Endlich 
z u = I -4- /«,//,// -I- /!«,/// ,(///; -4- ... 

I(6 ; = /(/,. /],(/) -4- /(6, //),(// -4- f[b.lU),{lll) + 
nebst den wahrscheinlichsten Werthen 

3' a = (a) -4- ic h) — j(a, 
jr(6) = (6) - 4 - ic(6) — s(6; 
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wenn wieder ( o ) und (b) die beim ersten Anfang der Rechnungen diesen 
Richtungen heigelegten vorläufigen Werl he bedeuten. 

11 . 

Die Fülle, in welchen auf einer Station drei oder mehr Ulterzühlige 
Richtungen eingeschnilten worden sind, brauchen nun nicht weiter er- 
örtert zu weiden . da das in denselben einzulmllende Verfahren sehr 
leicht aus den zwei behandelten Füllen sich ergiebt. Höchstens kann die 
Ausdehnung der Berechnung der b“, etc. auf drei oder mehr Rich- 
tungen eine kleine Schwierigkeit verursachen, und ich will daher diese 
Ausdrücke auf drei Richtungen ausgedehnt hier zum Ucberflnss anfidiron. 
a = d 

d = l>‘ -+- b“a' 

b‘ == b" 

d' = c -+• cd -t- cd 

bi ' = c -+- c b" 

c" = c" 

d= ,t +~itd +<rd 

b"= <r -+- Tb" 

c‘= T 

(i = e -f- cd + ca" 

b‘ = e" ■+• o b“ 

c = c 

a‘= f ■+■ f"a -1- f n“ + yd' -+- y d 

b“= f" + fb" -h yb" -+■ y'b‘ 

c"= f •+■ y“ci‘ -+- y c 

d" — g' •+■ t/d -t- g d -+• d a ■+■ Ta d'a" 

b " = g“ ■+■ g b -t- d"b" -+- Tb' ■+■ d" b" 

c" = g -+- ff c“ - 4 - d"c + d" c ' 

etc. 

Vergleicht man diese Ausdrücke mit denen, die oben für zwei und 
eine überzähligen Richtungen gegeben worden sind, so findet man leicht 
die Ausdrücke für vier und mehr dieser Richtungen. 

12 . 

Um tlie vorhergehenden Entwickelungen durch ein Beispiel zu er- 
läutern. soll die erste Station des Hauptbeispiels der Abhandlung dienen, 
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auf welcher zwei überzählige Richtungen Vorkommen. Setzt man diese 
jetzt voran, so steht das Tafelchen für die (p]i), {pp), etc. wie folgt 


r = 

(0) 

m 

(') 

(S) 

t») 

(4) 


p 

P' 

r" 

p'" 

p" 

P ' 

p 

p 

20.4(67 

(2.0833 

3.75 

2.6667 

7.75 

5.3333 


20.75 

(.4(67 

4.3333 

9.9(67 

5.5 

K. 

p 

p 

p' 



6.5833 

4.5 

0.0 

0. 75 

1 . 5 

4 4.0833 

0 

0 

2.0 

(0.(667 

Q 

52 

r,( 

(7 

46 

36 

23 


+ 1 579K3 

— 227704 

- 97220 

■+■ (37523 

67742 

— 47323 


lliomil bekommt man zuerst 
'aa) = 31.5833 

(a6) = — 12.0833 , (66) = 30.25 

(ac) = — 3.75 , (6c) = — 1.41C7 , ( cc ) = 10.4107 

. (ad) = — 2.6667 , (bd) = — 1.3333 . (cd) = — 4.5 

(ac) = — 7.75 . (6c) = — 9.9167 , (ce) = — 0.75 

(aß = — 5.3333 . (bß = — 5.5 , (cf) = 0 

(al) = ■+■ 1 5". 98 3 , (bl) = — 22".704 , (cl) = — 9".220 
(<W) = 1 0.0 

(de) = — 1.5 . (ec) = 21.9107 

(dß = 0 . (c/)= - 2.0 , (fß = 12.8333 

(dl) = 13*. 523 , ( el ) = -4- 6".7 42 , (fl) = — 4". 323 

und wie in der Abhandlung 

(W) = 174.367 

Die Ausdrücke des Art. 9 geben mm hiemit 

d = (9.58273) , 6' = (9.07459) , c = (8.92651) 

,t = (9.38984) , e = (9.22754) , ^ = — (9.70420) 

wo, wie immer, die in Klammern cingeschlossencn Zahlen die Loga- 
rithmen sind. Ferner 

(66.1) = 25.6270 

(6c,1) = — 2.8514 , (ec,1) = 9.9714 , 

(6*2,1) = — 2.3535 , (cd.l) = _ 4.8166 , (<ld, I) = 9.7748 

;6e,1) = — 1 2. SS 1 8 , (ce,1) = — 1.6702 , (de, 1) = - 2.1544 

(hfi) = — 7.5405 , (cf, I) = — 0.6333 , (rf/,1) = — 0.4503 

(62. 1 ) = — 16”. 5891 (c/,1) = - 7". 3222 , (d/,1) = +14".8725 
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Ve.l) = 20.0150 

(ef.i) — — 5 3087 , {//; 1) = 11.9327 

''/.I) — ■+• 10 .0039, fl, 1) = — I ”.62 iO , lll, a) = 100 279 

h " = (9.04636) . c = (8.96301) . <f = (9.70129 
c = (9.46870) . tf 1 ' = (9.811 12) 

Vc,2j = 9.6541 

cd, 2) = — 5.0785 . ( dd,2 = 9.5587 

ce. 2) = — 3.1033 . de, 2; = — 3.3374 , (ec, 2) = 13.5397 

c/;2) = — 1 4723 . [df 2 = — 1.1428 , (e/.2' = — 7.0990 

•Vf. *1 = - 9.1679, (dl.t, = + 1 3". 349 1 . (e/,2) = +. 2\3253 

ffi) = 9.7141 

'fl .2) = - 6*.5049 . (//,(/ = 155.541 
Die Rechnung für die A’.AT, etc. sieht nun vollständig so 

— (cd, 2) = (0.70574) 

— (ce.2) = (0.49185) 

— (de, 2) = (0.52341) 

1.72100 
•1/ = (0.86050) 

A' = (0.33709) 

A’ = (0.36865 — (cf, 2, = (0.1 6800 

A" = (0.15476 A = (0.33709) 

A" = 9.83091; 9.83091 

und hieraus 
A’ a = 4.7225 

A’A" =+5.0785, A"^== 5.4614 

A’A’” = + 3.1035, A'A“ =+3.3374. A""-= 2.0395 

NK' =+ 1.4723. N'N" — + \ .5833, A'"A" =-+-0.9675, A" 2 =0.4590 

womit die Werthe 

(l.l = 14.3766 . (2.2,1) = 13.0201 

(3,3, 2> = 15.5792 

(2,4,1 = -+- 0.4405 , (3.4.2) = — 6.1315 
1,/J = - 9*. 167» . (2d, l = +I3".349I . (3,1,2) = -+- 2". 3253 
(4,4,1)= 10.1731 

(4./, 1 = — 6". 5049 , II, b) = 155.541 
erhalten werden, auf welche die hetr. Ausdrücke des § 6 anzuwenden 
sind. Diese gehen 
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X = (9.80461) . (//, 1) = 149.695 

Y = — (8.46728) , x'— ~ (9.9*878) 

(4.4.2) = 10.1602 

(4,/, 2) = — 6". 8964 , (//, 2) = 137.831 
X = (9.59501) , — (9.17404) 

(4.4.3) = 7.747 1 

(4.1.3) = — 5".9810 , («,3} = 137.484 

X = (9.88763) 

(//, 4) = 132.866 

Dieser Werth von (//, 4), welcher mit dem von (i/,6) des Art. 84 
identisch sein muss , stimmt mit diesem so nahe überein, wie die Aus- 
dehnung der angewandten Logarithmen es gestattet. Es wird nun ferner 
durch die oben angezogenen Ausdrucke 

»(1) = — 0”.6377 
ut(2) = 0.91 1 4 

m>( 3) = — 0.1545 
tt>(4) = — 0.7720 

und diese müssen vor Allem der Bedingungsgleichung 

iVte(l) -+- iVii.'(2) •+- iV"tt’(3 j +■ jV"ie(4) = 0 
gnügen. Man findet 

iV= (0.3371 ), N' = (0.3687), N" = (0.1548) , N"' = (9.8309) 
u>(1) = (9.8046»), t»(2) = (9.9597), w(3) = (9.1 889»), «>(4) = (9.8876») 
und die vier Producte werden 

— 1".386 
+ 2.130 

— 0.221 

— 0.523 

Sa. = 0.000 

Zweitens müssen die Unterschiede der w mit denen des Art. 84 
der Abhandlung Ubereinstimmen, und die Vergleichung zeigt, dass dieses 
auch der Fall ist. 

13. 

Zur Ausführung des zweiten Theils der Auflösung sind nun aus 
den vorhergehenden Rechnungen zu entlehnen, 

Atihaniil. 4. K. S. lieiellicl). 4. Wistenii'li. XIV. 7 
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1,1) = (1,15760 (f — — (8.46728 

(8.2.1) = (1.17667 f — + (9.59501 

(3.3.2) = (1.19255) 

( 4 . 4 . 3 ) = ( 0 . 8891 4 ) 

liehst «len Dill'erentialqiiolienlen der Ifedingungggleichungen des Drei- 
erksnel7.es, oder den q(r,ll) i, etc., deren Werlhe man im Art. 93 

der Abhandlung findet. Die lietr. im § 6 zusuminengestellten Ausdrücke 
gaben. 


r 

I log ij(r,H| 

log ij(r,H|, W tj rjll ] ! 

log 1 i;r,m 1 

log i |!r, f,i 

log »Ir, I ti, 

t 

1 0. 

0. n 



0.16480« 

<M)98G0fj 

* 

— 

0. 0. u 

— 

9.81170 

— 

3 

0. n 

— — 

ü. 

— 

9.48946 

4 

a.sy.iotn 

8.46748« 0.01*57 

9.78497» 

9.89376 

9.94385 

r 


l“r(i ' II 1 lug u r,lll :l 

lng(l(r./IT, 

logü'r. 1 | 

Io« Q r, l'/’i 

t 

1 N.Ki234 

8.84434» — 


9.01151 1» 

8.84094« 

2 

— 

8.84333 8.84333« 

— 

sjidso;; 

— 

:t 

8. K07 hin 



8.80715» 

— 

8.09071 

i 

8.711087)1 

7.578t i» 9.1431:1 

8.89305» 

«Mintß? 

9.05471 

r 

i lugy'r./Ji 

I«s7(r,//t, logytr,///), 

Io itf[r,IV | 

Io« 1 r, l’ii 

logflr.lTi 

t 

1 8.84434 

8. 8 143 1« — 



9.00514« 

8.84094» 

2 

7.17315 

8.84400 8.84803« 

7.36093 


7.54199» 

3 

8.94541« 

7.17315a 8.71841 

8.54349 

X.. r »9‘Jß3 

8.75690 

t 

! 8.70587« 

7. 578 14«! 9. 143 43 

8.89365» 

9.00164 

9.0517 1 


Aus der Verbindung der </ mit diesen Werthen der /'ergiebt sieb 
der folgende Beitrag , den die. Station . I j jetzt zu den Coefficienten der 
Endgleiehungen liefert, dem ich die einzelnen Glieder, aus welchen er 
besteht, hinznlüge. Ich füge diesen ferner noch eine Abschrift der hez. 
Glieder hinzu, die zu den in der Abhandlung gegebenen Werthen ge- 
hören, damit man die neuen mit den allen Werthen vergleichen kann. 
Die oberen Ahtheihmgen der folgenden Tafel enthalten die neuen . und 
die uoteren Ahtheilungen die alten Werthe dieser Glieder. 
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r 

S 

. 

l»SK- (/.I) 

logg. 

(Ul) 

logg. 

(1,111, 

t 

2 

t 

1 

i 

8.84234 

8.9252t 

0.06955 
1 - 

0.08418 

8.84234« 

7.17315 

-0.06955 

+0.00149 

8.71844» 

-0.05229 



1 

0.15373 | 

i 


—0.06806 


—0.05229 

1 

2 

3 

4 

i 1 

8.89734 

8.87386 

0.07893 

0.07480 

8.89734» 

8.03663 

—0.07894 

+0.01088 

8.71846» 

j - 

—0.05229 




0. 1 5373 


— (j. 06806 


—0.05229 

r i 

5 1 

logg. 

(/./K; 

logg- 

</.n J 

logg j 

1,11 

1 1 

t 

— 


9.00514» 

— 0.101 19 

8.84094» 

—0.06933 

2 


— 


— 



— 

3 


8.52349» 

—0.03338 

8.59963 

-0.03977 

8.75690» 

—0.05714 

4 



—0.03338 

! 

— 0.14096 


— 0.u<; 47 

t 


— 

- 

9.06014» -0.11485 

8.89594» 

—0.07868 

2 


— 

— 

— 

— 

— 

— 

:t 


8.52349» 

—0.03338 

8.41694» 

-0.02612 

8.67923» 

-0.04778 

4 



—0.03338 


—0.14097 


1 —0.12646 

r 

9 

logg 

VW, 

logg. 


logg. 

(11.1V\ 

i 

1 

8.84234 

0.06955 

! 







2 

8.82406 

0.06670 

8.84803» 

—0.07047 

7.36093 

+0.00230 

3 


— 

— 

— 

— 

— 

- 

4 



| HM 3625 


—0.07047 


+0.00230 

t ] 

1 

8.89734 

0.07894 

i 


! _ 



2 


8.75814 

0.05729 

8.84805» 

—0.07047 

7.36078 

+0.00230 

3 


— 

— 


— 

— 

— 

4 


— 

— 

! 

— 

— 

— 



1 

0.13623 

1 

—0.07047 


+0.00230 

r | 

l ^ 

logg. 

II, V) 

logg. 

(11, VI) 

logg. 

///,/// 

i 

1 1 

9.00514 +0. 10119 

8.84094 

+0.06933 


— 

2 


8.60735 

+0.04049 

7.52199» 

—0.00333 

8.84803 ' 

0.07047 

3 


— 

— 

— 

— 

— 

— 

4 

V£-tl 


t 

+0.14 168 


+ 0.06600 

9.123 42 

0.13287 

0.20334 
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1 

2 

3 

t 

! t 

9.06014 1+0.14*85 
8.42862 -+-0. 02683 

— i — 

8.8959* 
8.4 0332» 

i 

+ 0.07808 
—0.04 268 

8.84805 

9.423*2 

1 - 
0.070*7 

0.13287 

0.2033* 

+0.(4168 

j +0.06600 

r 

1 S 

logg. | {in, IV] 

logg. 

| fin.v) 

logg. 

(UI, VI) 

1 

2 
3 
V 

i 

1 

7.36093» -0.00230 

8.83965» —0.06943 
— 0.074 43 

8. 60735» 
9.00462 

— 0.04049 

+0.40407 

+0.Ö6Ö58 

7.524 99 
9.05*74 

+0.00333 

+0.14 3*3 
+0.11 676 

t 

2 

3 

4 

1 t 

7.36078» —0.00230 
8.89364» —0.06943 

8. 42862» 
8.94456 

— 

—0.02683 
+ 0.087*4 

8.40332 

9.04732 

+0.04268 

+0.10*07 

—0.074 43 

+0.06058 


+0.11675 

r 

.t 

topjt. 

logg. 

! nr.vi 

logg. 

UV, 17) 

1 

2 

3 

4 

i 

8.52349 0.03338 

8.89365 0.07828 

- 

8.59963 

9.00462» 

+ 0.03977 
—0.40107 

8.75690 

9.05471« 

+ 0.0574* 
-0.113*3 



- 0.41166 

i 

—0.06130 

—0.05629 

4 

2 

3 

4 


8.523 49 I 0.03338 
8.89364 0.07828 

{ 0.44 466 

8.41694 

8.94456» 

z 

+0.02612 

—0.08741 

—0.06129 

z 

8.67923. 

9.01732« 

+ 0.0*778 
— 0.1 0 407 
-0.05629 

r 

t 

logg (v.ri 

logg 

IV, VI) 

logg. 

( VI, VI) 

t 

i 

9.46794 f 0.4 4724 

9.00374 

+0.4 0086 

8.8395* 

0.0694 1 

2 


8.42205 0.02643 

7.33669» 

—0.00217 

— 

— 

3 




— 

— 

8.04616 

0.01442 



8.90886 1 0.084 07 

8.95895 

+0,09098 

8.95895 

0.09098 


1 

0.25474 


+0. 1 8967 


0.17121 

t 1 

< 1 

9.22294 ! 0.4 6708 1 

9.05874 

+0.11448 

8.89*5* 

0.078*4 

2 


6.2*332 0.04 754 

7.94802» 

—0.00828 

— 

— 

3 




— 

— 

7.968*9 

0.00930 

4 

| 

8.84580 0.0704 1 

8.924 56 

+ 0.08348 

8.92156 

0.083*8 



0.25*70 

| 

+ 0.18968 


0.17122 


Man erkennt hieraus, dass nach der neuen, hier ausgeführten Be- 
rechnung die Coeffieienlen der Endglnirhungen unverändert dieselben 
bleiben , obgleich die einzelnen Glieder . aus welchen sie zusammenge- 
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setzt sind, grösslentheils sehr verschiedene Werthe haben. Die Unbe- 
kannten (/), (II), etc. dieser Gleichungen behalten daher jetzt auch noch 
dieselben Werthe, die im Art. 95 der Abhandlung gegeben sind. Ver- 
bindet man diese mit den oben gegebenen Werthen der /' nach Anleitung 
des Art. 1 42, so bekommt mail die folgenden Werthe der z(r). 
r(l) = •+• 0".0937 
z(2) = + 0.0603 
z(3) = — 0.4529 
s(4) = -I- 0.4460 

Diese müssen zufolge des vorhergehenden Suppl. vor Allem der Gleichung 
Nz(i) -+- iV'2{2) -I- N"z( 3) ■+• N“z( 4) = 0 
gnügen, und die numerische Rechnung bestätigt dieses. Denn es werden 
N — (0.3371) , N' — (0.3687) , N" = (0.1548) , N" = (9.8309) 
2(1)=' (8.9717) , 2,2)= (8.7803; , t(3) = (9.6560 h), z( 4) = (9.6193) 
und die einzelnen Glieder der vorstehenden Gleichung 

-t- 0”.2036 
-t- 0 .1409 
— 0 .6469 
0 .3021 
Sa. = — 0 .0003 

welche Summe für Null zu achten ist. Die Unterschiede dieser Werthe 
der z(r) müssen ferner mit den Unterschieden der in der Abhandlung 
im Art. 96 erhaltenen Ubereinstimmen, und die Vergleichung zeigt, dass 
dieses auch der Fall ist. 


14 . 

Die Ausgleichung des betr. Dreiecksnetzes ist mit dem Vorhergehen- 
den schon vollständig, auf die neue hier entwickelte Art, ausgeluhrt, 
ich werde aber um die betreffenden Ausdrücke zu erläutern, hier noch 
die wahrscheinlichsten Werthe der beiden überzähligen Richtungen be- 
rechnen. Durch die Ausdrücke des Art. 10 findet man 
a = (9.58273) 

a = (9.20764) , b = (9.04634) 
a = (9.07761) , b" = (8.96300) 

«" = (0.64116), b" = (9.70124) 
a = (9.65337) , 6' = (9.68960) 
und hiemit, so wie mit den obigen Werthen der x , eie. 
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u»(fl) = — O".0204 
»(6) = — 0.9398 

Der Unterschied dieser beiden , so wie die Unterschiede derselben nnl 
den oben gefundenen Werthen der «•{!), «'(2), etc. müssen mit den Un- 
terschieden der im Art. 94 der Abhandlung erhaltenen Werthe derselben 
Grössen ilbereinstimmen , und die Vergleichung zeigt, dass dieses auch 
der Fall ist. 

Die Ausdrücke des Art. 10 geben ferner 


r 

S lüg /■[>*,/), log />,//.!, 

log 

Io nlr.IV, 

log fr, Ti, 

log/ r. 17 , 

( i 

1 1 8.8992» 1 7.0958» 

8.7t 1 8 

I 7.8339» 

8.5362 


b 

| 8.6905» j 7.8412» 

8.7701 

7.7812» 

8.6252 

8.7330 


und hiemit, so wie mit den Werthen der (1), (II), etc., die aus der 
Abhandlung zu nehmen sind, ergeben sich 
z(a) = — 0".0505 
s(b) = — 0.0803 

Der Unterschied dieser beiden , so wie die Unterschiede derselben mit 
den oben gefundenen Werthen der z(\ ) , i(2) , etc. müssen wieder mit 
den Unterschieden der im Art. 96 der Abhandlung erhaltenen Werthe 
derselben Grössen übereinstimmen , und inan kann sich leicht überzeu- 
gen. dass dieses in der Thal der Fall ist. 


Sappl. 5. Entwickelung eines besonderen Falles, in 
welchem- die für die Ausgleichung auf der Station anf- 
znlösendeu Gleichungen sich in zwei oder mehrere, von 
einander völlig unabhängige Systeme zerlegen lassen. 

i. 

Wenn auf einer Station eine gewisse Anzahl der überhaupt beob- 
achteten Richtungen in keinem Gyros mit den übrigen Richtungen zu- 
gleich beobachtet worden ist. so ist von selbst klar, dass die Gleichun- 
gen, die für die Ausgleichung auf dieser Station aufzulösen sind, in zwei 
von einander unabhängige Systeme zerfallen müssen, und wenn auf 
derselben Station mehr solcher Lücken vorhanden sind , so müssen die 
genannten Gleichungen in mehr wie zwei von einander unabhängige 
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Systeme zerfallen. Um diese Falle, die sich von seihst verstehen, handelt 
es sich aber hier nicht, sondern es soll gezeigt werden, dass die ge- 
nannte Zerlegung sich auch auf den Stationen ansfuhren lasst, auf wel- 
chen eine gewisse Anzahl-von Richtungen mit einer gewissen anderen 
Auzahl durch Eine, sowohl zugleich mit diesen wie mit jenen, beobachtete 
Richtung verbunden sind. Es wird dabei gezeigt werden, dass sich diese 
Zerlegung auf verschiedene Arten ausfUhren lasst. 

2 . 

Es braucht nur der Fall der Zerlegung in zwei Systeme betrachtet 
zu werden, da die Hehandlung der Falle, wo mehr Zerlegungen mög- 
lich sind, daraus von selbst folgt. Die Richtung die mit allen anderen 
verbunden ist, will ich zuerst in der Reihenfolge voranslellen. und mit 
x bezeichnen, die Übrigen eingeschnittenen Richtungen sollen mit x\ x, 
r . etc. und x , x . .r . etc. bezeichnet und angenommen werden , dass 
die mit oben angehMngtcn Strichen versehenen Richtungen mit denen, 
welchen die Striche unten angehiingt worden sind, nicht zugleich beob- 
achtet worden sind. Es können übrigens so viele verschiedenartige 
Gruppen von Gyris Vorkommen, wie die Anzahl der Richtungen zulässt. 
Versieht man nun die iliilfsgrösscn eben so mit oben und bez. unten 
angehängten Strichen, so lindel man leicht, dass in dem hier in Betrach- 


tung stehenden Falle die 

(/'/',) = [WJ = (PPJ = etc. = 0 

PP, = (PP.) = (PP.) = etc. = 0 

1 PP,) = (P>J = (/'>„) = etc. = 0 

etc. etc. 


werden, und es werden daher', wenn das erste in der Abhandlung 
entwickelte Verfahren befolgt wird , die aiilzulösenden Gleichungen die 
folgenden sein. 

Q-t-X 2 — (pp)\x-t-\ XX — ( W /)j*'+|!Vr — (pp) \x-t-\NN"— pp)* -»-etc. 

+ )XX I — (pp)'x,+\XX u —(«0 (PP„K -t-etc.= (Ix 

\XX--(pp')\x-t- i ,Q'-t-X 2 —(pp')\x-i-\XX—(p'p'')\x“-b\X\ — (p‘p H )x -t-etc. 

-+- iV.V j- -+- N' A* x r ■+■ XX n x +etc .sallx') 
)XX—( pp)\x+)X'X — 'p /1 ( p"p")[x -t-lXX — ( p'p“)l -t-etc. 

■+• ATA, ,r ■+• XN a x m + X'X" X" -►etc.— (!»*) 
| XX — (pp”) |a -4- j iV'jV —(pp j |.e ■+■ |.V.V — pp")\x" +\d +N"' 1 — -l-etc. 

iV iV .r -t- NTN m X" ■+■ PTN" ,r n -t-etc.=(4r“) 
etc. etc. 
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)JVAT — (ppjja; + A”iV x' -+• A <’N x" -+■ X"'A\x“ -»-etc. 

+ \Q, ■+■*?— (RjOK+AA— iP,P.)\*.+ AA ~ (P,PJt*,+elc.= (I*,) 
jiY.Y^ — (ppj|®+ MiV. x KN m x N“N m x -i- etc. 

-4- j jY/Y— x-H 1 Q„-»-iV J_ (P.PjK - *- jA'/Y, — (p„pJj*„-»-etc.=(fccJ 
\NN m — (ppj\x-t- PTN^x' -+■ N"N m x" + ITN^x“ -t- etc. 

+ 1 AAMp,pJI*.+ I AAHP.Pjk ■+■ 1 Q.+ N J—(p m Pj\*„ +ete. =(irj 
etc. etc. 


3 . 

Um die eben erhaltenen Gleichungen in zwei von einander unab- 
hängig«? Systeme zu zerlegen braucht man nur 

MV = (pp,) , M m = {pp) , NN m = (ppj , etc. 

N' = 0 , N“ = 0 , N" = 0 , etc. 

zu setzen, denn hicmit bekommt man sogleich 
JO+M— (pp)}x — (pp>‘ — (pp>" — (pp")s" -+-elc.= (/j) 

— (pp'^+IO— (p>'))*’ —{p'p")x" — ( pp ~)x“ +etc.= (tr') 

— (pp'> — (pp>'+|<?"— (PP*)!* — (pW +et c.=(te“) 

— (pp> — (p’/y — (p'p>"-*-{0"~ (pV)|*Vetc.=(fc*) 

etc. etc. 

jO.-f-iV, 1 — (p,p,)ja:,-4- jiViV — (p,p„)}*, -+■ |iVA-(p.PjK+etc. = (toj 

i^.-(pj»>.+IO.+Ä r . , -(pj»JK+ AA— (müI*„+ elc - = A) 

t A A— (wJfc-HAA— (PJÜk+IQ.+A 1 — (pj>Ji*„+ etc. = (irj 
etc. etc. 

Diese Gleichungen haben auch die allgemeine Form, die alle Gleichun- 
gen haben, auf welche die Methode der kleinsten Quadrate hinfuhrt. 

Die obigen Gleichungen für die Bestimmung der betr. N lassen die 
erste dieser Grossen, ncmlich N unbestimmt, und man kann daher noch 
eine Bedingung einfUhren. Setzt man 

Al = (p,p.) 

so werden wie im Allgemeinen, nachdem 

M = V (ppXpp,Kpj>) 

gesetzt worden ist. 


N = 
N = 


tp.p») 


’.pp.i 


IU (PP..) 

- — M 

etc. 


N = 

• (pp,) 
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und das zweite System von Gleichungen nimmt die folgende Form an 
IQ.-t-A?— (/i,p,)K +\NN m — (pjiJ s„-»-etc. = {Ix) 

\Q„+ N . 1 —(P.P.)\ X .+ \ N A— (P.P>.+etc. = (Ix) 

I n A—(p,pJI x .+ I N A—(p. pJk+ ! Q„+ N J— (p„pJk+ etc - = (kJ 

etc etc. 

welche auch mit der allgemeinen Form Ubcrcinsliinmt. Ich bemerke hiezu 
noch, dass man durch dasselbe Verfahren auch die Zerlegung so be- 
wirken kann , dass das eine System von Gleichungen die Unbekannten 
x , x ( , X", x ", etc. und das andere die x , x“ , x“, etc. enthalt. Man 
braucht zu dem Ende nur in den ersten allgemeinen Gleichungen die 
x , x , x , etc. den x , x , x , etc. voran zu steilen. 

I ’ II ’ M ’ ' ’ ^ 

4 . 

Um die Zerlegung in zwei Systeme auf eine andere Art auszuftihren, 
werde ich der Richtung, die durchgängig beobachtet worden ist, den 
letzten Platz in der Reihenfolge der ersten Abtheilung von Richtungen 
anweisen, und diese daher so stellen, 

x , x , x’ , x , etc. , *(*-*) 
während die andere 

*l* — ') , x , x , x , etc. 

sein soll , und x !h — ') die durchgehends beobachtete Richtung bedeutet. 
Man kann jetzt die N ganz auf dieselbe Weise bestimmen , wie bei An- 
wendung des eisten Verfahrens der Abhandlung gezeigt worden ist, 
und ich will daher die Coefticicnlen in den allgemeinen, in der Abhand- 
lung angewandten Zeichen ausdrtlcken. Da es leicht zu finden ist, dass 
nun immer 

iPP.) = (PP.) = (PP.) = etc - = 0 

(PP) = (PP.) — (PP,.) = e'c- = 0 

(pp) = (pp) = (v’p) = elc - = 0 

etc. etc. 

werden, so sollen auch 

N : = N n = iV = etc. = 0 

gesetzt werden, welches stets unbeschadet der eben genannten Bestim- 
mungsart der übrigen N geschehen kann, ja eigentlich von selbst daraus 
folgt. Die allgemeinen Gleichungen , die man hierauf bekommt, werden 
nun die folgenden sein. 
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I . I )» = (Ar) 

(2,2,1 )X -h (2,4,1)»" -+- etc. + (2,A,4)»l*-'i = [Ir") 

(3,3,2 x -+- (3,4,2)»" ■+• etc. -+- (3,A,2)»'*-' = [Ix"; 

( 2 . 4 , 1 )»' •+• (3,4,2)»' •+■ (4,4,1)»" + elc. -+- (4,A,1'.r*-‘ = (/»") 

etc. etc. elc. 

(2,A,1)»' -+- (3,A, 2)j“ -t- (4.A, I )»” + etc. -+- ^h,h,^)x l ‘~ , 


-+- (A,A-»-l,1).r -+- A,A-4-2, 1 ; r a -t- 'A.A-1-3,1 .c -*-elc.s=(tr * _l 

(A,A-M ,1 )»'*-• -t-i7/-t- I ,/(-»- 1 , 1 ).r -f- A+^.A+2.1)» a -|-(A+l,A+3,1)» ji( -4-elc.=i(Ar, 
h,h+i,\ )»•*-' +7/-t- I .Ah- 2.4 )» -K'A-t- 2.A+ 2. 1 .r +7/+2.A-I-3, 1 j.r ,-4-elc.='/j- 
A,A-h3,1)a -t-(A-t-l,A-4-3,l ,r ■4-(A+2,/h-3, I i +(A+3,//+3. 1 .r -f-eli ,= /»J 

etc. etc. etc. 

Aber da hier .V , A n , N m , elc. Null sind, so entstehe», zufolge des 
Art. 71. der Abhandlung die folgende» Kedingitngsgleichimgou 
A, A-l- 1 . 1 )*4-(A-4- 1 ,A-»- 1 , 1 )-4-(A-4- 1 A-l-2, 1 )•+■ (A+ 1 .A-*- l, I -4-etc. = 0 
(A.A-4-2, l)+:A+ 1 .A+2,1)+(A-1-2 ,Am- i. I -+- A-t-2,A-t-3.l -4-clc. = 0 
! A.A —4— 3, 1 -4- A *4~ I , A*4* .1, 1 +fA-4- 2,A + *1,1) + /i+il,// + ll.l ) -f-clc. = 0 
elc. etc. etc. 

addirl man daher die letzte Ahthcilimg der vorstehende» Gleichungen, 
nemlich diejenigen die nur die I »bekannten j * _i , .r . .r , x r , elc. ent- 
halten, zur nilchst vorhergehenden Gleichung, die alle Unbekannten ent- 
hält, so geht diese letzt genannte in die folgende über. 

(2,A, I ).(*•' -4- (3,A,2)x“ -+- (4,A,1 j.t" ■+■ etc. 

-4* {(A,A,4) -f- (A.A+1,1) (A,A+2,1) + A.A+3,1) -4- elu.j»*-' 

= (Ar * (Ix) -t- (Ir) -+- (Arj ■+■ etc. 
aus welcher die Unbekannten » , » . » , etc. eliminirt sind. Ihn aus 
den obigen Gleichungen, die diese Unbekannten nebst j*- 1 enthalten, 
diese letzt genannte zu oliiuiniren, braucht man in dieselben nur 


» — »!*“'> ) ■+■ X h -' 

statt r 

) -+■ »*-< 

stall » a 

,r — x !k ~ ') ) ■+■ x k ~ 1 

1 statt », 

etc. 

elc. 


zu snbstituiren , worauf vermöge der angeführten Bedmgung&gleichun- 
gen die Coefficienten von ./• 11 ~ 1 verschwinden. Die obigen Gleichungen 
sind hieiuil. abgesehen von der Gleichung 
(1.1)»= (Ar) 
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welche schon ein System für sich bildet , in die folgenden verwandelt 
worden, die zwei völlig von einander abgesonderte Systeme bilden. 

(2.2.1) *' (2,4.1)*” + etc. + 2.4, !)**-*> = &') 

• (3,3,2)*' -+- (3,4,2 ]jT + etc. + (3,4,2)**-G = (Ix") 

(2.4.1) *'-»- (3.4,2)*" -»- (4,4. 1)*" + etc. + (4, 4, !)**-•> = [IjT ) 

etc. ‘ etc. 

(2,4,1)*'-»- (3,4.2)* + (4.4,1)*" -*- etc. -+- H. *■*-<! = /. 

4-1- 1,4+1 .1)*' +(4+ I 4-»- 2,1)*’ ,+(4+ 1, 4+3,1)*',, + etc. = (Ar,) 

(4 -»-l, 4 -1-2,1)*',+ 4+2, 4+2,1;*', +(4+2, 4+3, 1)*'„ + etc. = (Arj 
4+14+3 1)*' + 4 + 2.4 + 3, 1)*' +(4+3, 4+3. 1)*’ , + etc. = (Ixj 
etc. • etc. 

wo zur Abkürzung 

II = (4,4,1 + (4, 4+1.1 + (4.4+2 I, + <h, 4+3,1» + etc. 

L = (A*(*-»l) + (ArJ + (Arj + 'Arj + etc. 

*', = * — *(*— G 

*' „= *„ — *'*-' 

*'„== X m — *(*-'! 

etc. 

gesetzt worden sind. Auch diese Gleichungen haben . wie mau siebt, 
die allgemeine Form, und die Bemerkung des vor. Art., dass sich ein 
zweites aualoges Resultat erlangen lässt, kann hier wiederholt werden. 


Auch bei der Anwendung des zweiten Verfahrens der Abhandlung 
lässt sich in demselben Falle die Zerlegung der Gleichungen in zwei von 
einander unabhängige Systeme ausftthren. Nachdem alle »V Null gemacht 
worden sind bekommt man zuerst das folgende System von Gleichun- 


gen, die den (61) der Abhandlung entsprechen, 

(1.1) * + (1.2)*' + (1,3)*' + (1.4;*" + etc. + j,1,A;* , * -r = (Ar,i 

(1.2) * + (2,2)*' + (2,3)*" + (2,4)*" + etc. + (2 .A)***-* 1 = (faf) 

(1.3) * + 2,3)*' + (3,3)*" + (3,4)*" + etc. + (3^4)**-' • = (Ar 

fl, 4;* + (2,4)*' + (3.4)*" + (4,4)*" + etc. + (4,4)* ! *-' = (Ar" 

etc. etc. etc. 
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(1 ,A)x -+- (i,hjx‘ -4- (3 ,A)x" -4- (i,A)x" -4- etc. 

(A,A-t-1)x ( -4- (h,h-*-%)x a -4- (A,A-4-3)x n - 4 -etc.=(Ar t* — •;) 
(A,A- 4 -‘ l)®!*-*) -4-(A-4-1,A-4-1)x ( -4-(A-4- I , A -4- 2)x -4- ( A -4- 1 , A -4- 3)x^ -4- etc. = (Ar,) 
(A,A-4-2:x!* -, i -h(A-»- 1,A-4-2)x : - 4-(A-4-2,A-4-2)x„-4-(A-4-2,A-4-3)x l ,-4-e4c.=(Ar,) 
(A,A-4-3)x‘*~ * -4-(A-4- 1 ,A-t-3)x -4-(A-4-2 ,A-i-3)x +(A+3,A+ 3]^ w +elc. = (ArJ 
etc. • etc. 

und zwischen den Coefficienten dieser Gleichungen bestehen jetzt nach 
Ar). 108 der Abhandlung die folgenden Bedingungsgleichungen, 

(1.1) -4- (1.2) -»- (1,3) -4- (1,4) -4- etc. -4- (1 ,A) = 0 

(1.2) -I- (2,2) -4- (2,3) -4- (2,4) -4- etc. -4- (2,A) = 0 

(1.3) - 1 - (2,3) +. (3,3) -4- (3,4) -4- elc. -4- (3,A) = 0 

(1.4) - 4 - (2,4) -4- (3,4) -4- (4,4) -4- etc. -4- (4,A) = 0 

elc. etc. 

(1,A) -4- (2,A ) ■+• (3,A) -4- (4,A) -4- etc. 

- 4 - (A,A) - 4 - (A.A-4-1) -4“ (A,A+2) -4* (A,A-4-3) - 4 - etc. — 0 

(A.A-4-1) -4- ^A- 4 * 1 ,A-+- 1 ) + (A+ 1.A+2) -4- (A- 4 - 1 .A-t-3) -4- elc. = 0 

(A.A-4-2) - 4 - ;A*4~ I ,A-4-2) *4* (A-4-2.A-4-2) + (A-4-2,A-4-3) -4- etc. = 0 

(A.A-4-3) -f“ (A-4-I.A+3) -4“ (A-4-2.A+3, - 4 - (A-4-3.A-4-3) -4~ etc. 0 

etc. etc. 

(Ix) -4- (lx') -4- (Ar") -4- (Ar“) -4- etc. -4- (Ar !*-*)) 

- 4 - (Ar) •+• (Ar,) - 4 - (ArJ etc. = 0 

durchweiche bewirkt wird, dass die Summe der vorstehenden Gleichun- 
gen identisch Null ist, und folglich jede derselben in den Übrigen ent- 
halten ist. 

6 . 

Die Zerlegung der Gleichungen des vor. Art. in zwei von einander 
unabhängige Systeme kann nun auf die folgende Weise bewirkt werden. 
Substituirt man zuerst 

(x — x) - 4 - x statt x 

(x — x) - 4 - x — x" 

(x“ — x) ■+■ x — x" 
etc. 

(x(* -< ) — x) - 4 - x statt 

(x, — x) -4- X — X, 

(x, — x) -4- x — X k 

(x^—x ) -t- X — X , 

elc. 
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in diese Gleichungen, so gehen sie in die folgenden über, 

(1.2) (af — x) -+- (l,3)(x" — x) -t- (1.4)(aT — x) -+- etc. + — x) =(/x) 

(2.2) (x' — x) -+- (2,3)(x” — x) ■+■ (2,4){x" — x) -t- etc. -I- (2,A)(x<* — G — x) =((*) 

(2.3) (*'— x) -+- (3,3)(* — x) ■+• (3,4)(x“— x) + etc. + (3, *)(«:*-*) —x) =(lx’) 

i,i)(x' — x) -+- (3,4)(x" — x) -+- (4,4)(x" — x) -+- etc. •+• (4 *> — x) =(te") 

etc. etc. etc. 

f 2,A)(x'— x) + (3,A)(x"-x) + (i,A)(x'"-x) + etc. 

+(h.h)(x' h - i 'i -x) + (A,A+ 1)(x,-x) + (A,A+2)(x ji -x) + (A,A+3)(x >l -x)+etc. =(/x'* -( ) 


A.A-t- -x)+(A+ 1 ,A+1)(x,-x)+(A+ I ,// + 2)(x > -x)+i/i+ I ,A+3)(x ; -x)+ele.=(Ar ) 

A.A-f^Xx 1 * -1 -x)+(A+l ,A-*-2)(x i -x)+(A-t-2,A+2)(x n -x)+(A+2,A+3)(x i _-x)+elc.*»(fxJ 
h,li+ 3)(x r *-* -x)+(A-t-1,A+3)(x i -.r')+(A+2,A+3}(x n -x)+(A+3,A+3)(x a -x}+etc.=(fxJ 
etc. etc. 

von welchen immer noch jede in den übrigen enthalten ist, da ihre 
Summe wieder identisch Null ist. Aber jetzt ist die Anzahl der Gleichun- 
gen um Eins grösser wie die Anzahl der Unbekannten, und wir dürfen 
und müssen daher Eine derselben weglassen. Die übrigen Gleichungen 
werden hierauf von einander unabhängig, und können vollständig auf- 
gelöst werden. Da die weggelassene Gleichung in den übrigen enthalten 
ist, so wird ihr durch die Auflösung dieser letzteren von selbst Gnüge 
geleistet. Es ist in der Thal gleichgültig, welche Gleichung man weg- 
lilsst, aber um die allgemeine Form dieser Gleichungen zu bewahren, 
muss man die erste derselben weglassen. 

7. 

Um die Zerlegung auszuführen kann man jetzt eben so verfahren 
wie oben im Art 4. Man addire die zweite Abtheilung der Gleichungen 
des vor. Art., hierauf ergiebl sich vermöge der Redingungsgleichungen 
des Art. 5 ohne Weiteres eine Gleichung, in welcher die Unbekannten 
x — x, x — x, x m — x, etc. verschwunden sind. Um ferner die Unbe- 
kannte x>* -< —x aus der zweiten Abtheilung zu eiiminiren ist weiter 
nichts nöthig wie in jeder dieser, mit Ausnahme der ersten, 

(x ( — x(*-*)) -+- (xi* -1 ) — x) statt x — x 
(x^ — xi* — •)) (x'* — 0 — x) — X u — X 

{x m — X (* ~ •> ) -+- (x ,l_1 — x) X j: — X’ 

etc. 
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zu schreiben. Die Gleichungen, die durch dieses Verfahren hervor- 


gehen, sind 

(2,2)(x‘— x) + (2,3)(x“-x) + (2, 4)(x"-x) + etc. + (2,A)(.r -x = (Ix ) 

2,3)(x'— x) + (3,3)(x“-,r) + (3,4)(x"-x) + etc. + (3,A)fx l '~ { -x) = (Ix’) 

2,4 ix'-x) + (3,4)(x“-x) + f4.4)(*"-x) + etc. + (4,A)|x *-t)-x) = ( fr" 

etc. etc. 

2,/i)(x'— x) -*■ (3,A)(x"-x} + (4 ,A){x”-x) + etc. + II ' (x h ~' x) = /.' 


(A+I.A+IJfx,— x *~ 1 )+(A+1,A+2)(* ii — 1 W(A+1,A+3)(jf K — x * -, l)+etc.= (Ix. 
//+ 1,A+2)(x -x ' l_< )+(A+2,A+2)(x ii — x ; * - 1 ■ )+(A+2.A+3 )(x m -x ''-')+etc.=f/x 
(A+ 1 ,A+31(x -x A ~ 1 1 )+iA +2, A + 3)(x,-x *-•:)+ A+3,A+3)(x <i — x )+el c.=(/xj 

etc. etc. etc. 

wo 

//’ = (A,A; -+- (A,A-t-1) -t- (A.A-t-2) -t- (A.A+3) -t- elc. 

1/ = (ix* _, J) -+- (/x) -+- (ix) -+■ ArJ etc. 

sind. Die. vorstehenden Gleichungen bilden wieder, wie man sieht, 
zwei von einander unabhängige Systeme, und das zweite dieser ist mit 
dem im Art. 4 erhaltenen identisch, da man hier, gleich wie dort ge- 
schehen ist , allen Coefficienten als dritten Index die Zahl I hinzufügen 
kann 


8 . 

Eine andere Art der Zerlegung wird auf die folgende Weise be- 
wirkt In die Gleichungen des Art. ö subslituire man durchgeheuds 

{x — xl*“'!) ■+■ x 4_, i statt x 
(x — X D) + X * - *) X 

etc. 

(x — x!* _, l) ■+■ x!*~ *■’ — x 

etc. 

worauf diese sich in die folgenden verwandeln 

(1.1) » -+• (4,8)» ■+■ (4.3)»' -4- (1,4 u -+- etc. = (Ix) 

(4.2) « -I- (2,2)«' -I- (2,3 )u‘ -4- (2.4)«* •+■ etc. = (Ix!) 

(1.3) « + (2,3)« + (3,3)« -f- (3,4)«* ■+■ etc. — l Ar ) 

(1.41« -+■ (2,4 )«' •+■ (3,4)«" -+■ (4.4)«“ -+■ etc. = !<x'") 

etc. etc. etc. 


Digitized by Google 



VON IIF.H MkTIIOIiK l>KK KLEINSTEN Ql lllHVIE 4«tC. I I I 

1 ,hu -+- (2 ,Aj«' -+- (3,A)tt -t- ■b.li'ui' -+- etc. 

■+■ -+- (A,//+2;m i> -+- A,A-h3)m_ -+- elc. = (Ar <*-'*) 

A-t-I.A-t-f)«, -+- (Ä-t- I ,A-t-2i« -+- (/h-I.A-h3m -+- etc. = (Ar ) 

//-+- 1 ,A-t-2)« -+- (A-f-2,//-»-2)«_ -+■ (A + 2,A-+--<)«„ •+■ elc. = (Arj 

A+1 .A-t-3« ■+■ A+2.A-t-3i« + (A+3.A+3 «_ elc. = (Ar J 

elc. elc. 

in welchen zur Abkürzung durchgehend*; 

u = x — 
u = .r' — ,r'* — * 
elc. 


gesetzt worden ist. und du es hier die A u ' Gleichung isl. die weg- 
gelassen werden muss, uni die allgemeine Form der Gleichungen zu 


bewahren, so sind die aufzulosenden Gleichungen. 

.1,1)« -I- (1,2)«' -+- (1,3)»" + l.i)«“' + elc. ' = (Ix) 

i\,i)U -+- (2,2)»' (2,3)«" -+• (2,4)»" -+- elc. = (Ar') 

1 ,3ju -+- (2,3)»' ■+■ 3,3)«" -+• 3,4)«' -+- elc. = ix ) 

(1,4)« (2.4)«' -+- 3,41m' -+• (4,4)«'" elc. = (Ar"', 

etc. elc. etc. 

(A-|-I,A -*-!)», -+■ (A-t- I ,A-f- iju*+ (A-|- I ,A-*-3)« -f- elc. = 'Ai 

A-+ 1 ,A+2)u, -+- (A+2,A-t-2)M a -+- A-t- 2, A-t- 3« -t- elc. = (Ar 

(A-|- 1 ,A+3)» ( -+- (A-t- 2, A-t-3 u„ -t- A-»-3, A-t-3 « -+- elc. = (lx n 


etc. etc. 

die auch in zwei von einander abgesonderte Systeme zerfallen, deren 
jedes die allgemeine Form hat. Das zweite System ist wieder mit den 
zwei zuniichsl vorhergehenden identisch. Es würden sich wohl noch 
mehr Verfahren angeben lassen um diese Zerlegung zu bewirken, allein 
ich will es bei den im Vorhergehenden erklärten bewenden lassen. 

9. 

Als Beispiel zu den vorhergehenden Entwickelungen soll die Station 
Mallwisohken der Preuss. Landestriangulation des Jahres 1858 dienen 
auf welcher unter anderen der hier abgehandolle Fall einlrilt *). Für die 
Bezeichnungen werde ich die wühlen . die in der Abhandlung für die 

S. Oie Kimi^l. Preuss. Lundestriaiigulalion. Haupldrciecke Erster Theil, etc. 
Berlin 1866. 
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Anwendung als die zweckmassigste erkannt worden sind. Es sollen 
demgemäss die eingeschniltenen Gegenstände, 

Szillen mit (1) 

Ob. Eissuln — (2) 

Wersmeningken — (3) 

Pillkallen — (4) 

Katlenau — (5) 

Schwentischken — (6) 

Kuck linsberg — (7) 

und demgemäss die Htllfsgrössen und die Coefficienten der Gleichungen 
liezeichnet werden. Lässt man nun vorläufig die Cenlrirungen weg. 
welches fast immer, und hier jedenfalls zulässig ist, so stellt das erste 
Slalionstäfelchen wie folgt, 


r 

Vorl. Wertbe 

10 

4 

4 

14 

(1) 

n° o' o" 

0','00 

Ü',’00 





(*) 

:tt 50 4 0 

—85,40 

-15,55 

— 

— 

(3) 

77 34 45 

+88, 40 

— 4,70 

0"00 

— 

(D 

II« 30 30 

- 2,03 

— 

— 7,40 

— 

(S) 

161 13 iä 

+ 2,29 


— 9,15 

o;’oo 

(6) 

191 48 45 

— 

— 

— 

+21,85 

(7) 

»54 45 55 

— 

— 

— 

+55,93 


Summen 

+ 3" 20 

-20725 

-16', '55 

+ 77^78 


Mittel 

+ 0;r,52 

— 67750 

- 5"5 ) 7 

+25"927 


von welchen Daten in jedem Falle ausgegangen wei den muss. 

10 . 

Es soll nun zuerst die Ausgleichung auf dieser Station ohne An- 
wendung der Zerlegung der Gleichungen in zwei, von einander unab- 
hängige, Systeme ausgefllhrt werden, und es soll hiebei die Reihenfolge 
der Richtungen so gewählt werden wie im Art. i verlangt wurde. Es 
soll also die durchgehends beobachtete Richtung allen Übrigen voran- 
gcstellt werden, und das Täfelchen des vor. Art. zeigt, dass dieses die 
Richtung (5} ist. Das zweite Stationstäfelchen steht also wie folgt. 


No. 

Jü 

(1) (*) 

(»1 

!*) 

(4 > 

(7) 1 P 

P | p* :P 

i 

+ i;'638 

— 076521- 26','052 

+ 277748 

— 27682 

— 

- 20 

10014,0 

2 

— 

+6,750! — 8,800 

+ 2,050 


— 

— 4 

1211,3333 

3 

— 3,633 

— ! — 

+ 5,516 

— 17883 

— 

- 4 

121,3333 

4 

-25,927 

1 — 

— 


-47077 

+30',’004| 24 

72 8,0 

|(te)| — 27"922j+6"098 — 347852 +357314 

— 4*565 

-47077 

+30'7004| Sa. 

196! 

1 Q 

48 

24 24 

28 

24 

24 

24 ; = 

1 06 1 
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Wahlen wir nun die Accente und Indices in der natürlichen Reihen- 
folge, ungeachtet dieses in der Numerirung der Richtungen nicht der Fall 
ist, so erhallen wir das folgende Tafelchen der [pp). 




v' | r" 

p- j p" 


v y ' 

l> 

13.3333 

i.n ] *.o 

5.3333 1 5.3333 

8.0 

8.0 

V 


5.3333 ] 8.33.33 

5.3333 1 4.0 

0 

0 

V 


j 5.3333 

5.3333 4.0 

0 

0 

V'" 



6.0667 5.3333 

0 

0 

p" 



5.3333 

0 

0 

p‘ 


1 


8,0 

8.0 

p" 


1 



8 0 


Die Berechnung der A' und der zu den Controlen erforderlichen 
Grössen, die nach den Angaben der Abhandlungen auszuführen ist, steht 
nun im Einzelnen wie folgt, wo ich der Kürze wegen die liezeichming 


oh Logarithmus oder Zahl wcggelasscn habe, da dieses 

ohnehin erkenn 

har ist. 




(«0 ■ 

. 0.60206 (/>//") . . 

. 0.72700 , (/>/>") 

. . . 0.72700 

(PP) ■ 

. 0.00206 X . . 

. 0.23856 , 

. . . 0.23856 

l‘P~ ■ 

. 0.72700 [pp) . . 

0.90309 . [pp“) 

. . . 0.90309 


1.93112 



.1/ 

. 0.96536 



Pf . 

. 0.23856 = 1.7320 



Pi" . 

. 0.36350 = 2.3094 



PI". 

. 0.36350 = 2.3094 



PT. 

0.48844 = 3.0792 



Pi“ . 

. . 0.48844 = 3.0792 



N‘ . 

. . 0.66453 = 4.0188 



Pi" . 

. . 0,60453 = 4.6188 



2X . 

. 1.33739 = 21.7468 



Pi2. PI . 

. 1.57595 = 37.666 



Pi'2'Pi . 

. 1.70089 = 50.221 



Pi"2'Pi . 

. 1.70089 = 50.221 



S"'2'X . 

. 1 .82583 = 66.962 



N“ 2.X . 

. 1.82583 = 66.902 



Pi ' 2 Pi . 

. 2.00192 = 100.443 



S2S . 

. 2 00192 = 100.443 



AMumll. 

il li. S. h *1 WiinntMli. MX. 
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Die Coefficienten der aufzu lösenden Gleielmngen bekommen hierauf 
die folgenden Werlhe. 

(1,4) = 37.667 , (3,3,2) = 24.0 , (4.4,4) = 30.8149 

(2.2.1) = 24.0 ,(3,4,2)=+ 1.7779,(4,5,1)=+ 4.1483 

(2.4.1) = + 1.7779, (3,5,2) = + 3.1112, (4,6,1) = + 14.222 

(2.5.1) = + 3.1112, (3,6,2) = + 10.6667 , (4,7,1) = + 14.222 

(2.6.1) = + 10.6667, (3,7,2) = + 10.6667 

(2.7.1) = + 10.6667 

(5.5.1) = 28.1483,(6,6,1)= 37.333 ,(7.7.1)= 37.333 

(5.6.1) = + 14.222 , (6,7,1) = + 13.333 (W) = 182.752 

(5.7.1) = + I 4.222 

Durch die vorstehenden Zahlen werlbe sind diese Coeflieienlen eontro- 
lirl worden. Die fernere. Rechnung giebl nun nach und nach 
X = + (9.86999) 

(11, 1) = 162.054 

/ = — (8.86970) . >r = — (9.1 1272) ,<■" = — (9.64782) 

?' = — (9.64782) , x" = — (9.40498) 

(4.4.2) = 30.6832 

(4.5.2) = + 3.9178 , (5,5,2) = 27.7450 

(4.6.2) = + 13.4318 . (5,6,2) = + 12.8392 . (6,6,2) = 32.5925 

(4.7.2) = + 13.4318 , (5,7,2) = + 12.8392 , (6,7.2) = + 8.5925 

(4.1.2) = + 34". 8624 , (5,1,2) = — 5". 3555 , (6,1,2) = — 0".7873 

(7,7,2 = 32.6925 

(7.1.2) = +27".2937 , (11,2) = 160.505 

f = — (8.86970) , «T = — (9.11272) , — — (9.64782) 

f" = — (9.64782) , x = -+- (0.16202) 

(4.4.3) = 30.5515 
* (4,5,3) = + 3.6873 , (5,5,3) 

(4.6.3) = + 12.6416 , (5,6,3) 

(4.7.3) = + 12.6410 , (5,7,3) 

(4.1.3) = + 37". 4 441 . (5,1.3) 

(7.7.3) = 27.8517 

(7.1.3) = 42.7837 11.3 = 109.894 


= 27.3417 

= +11 .4564 , (6,6,3)= 27.8517 

= + 1 1.4564 , (0,7,3)= + 3.8517 
= — 0’. 8.375 , (6,1,3) = + 8". 7027 
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<T = — (9.08107) , e" = — (9.01077) , f = — (9.01077) 

/ = — (0.08835) 

(5.5.4) = 20.8907 

(5,0,4) = -+- 9.9300 . (0,6,4) = 22.6208 

(3.7.4) = + 9.9300 ,'(6.7.4) = — 1.3792 . (7,7,4)= 22.0208 

(5,/, 4) = — 5*. 3367 , (0./.4) = — G“,7909 . (7,1,4) = ■+■ 27".2901 

(//, 4) = 04.003 

f = — (9.56727) , ( = — (9.56727) ,* =-»- (9.29920) 

(6.6.5) = 18.9344 

(0,7,5) = — 5.0456 , (7,7,5) = 18.9544 

(0,1,5) = — 4 .81 32 , (7,1,5) = + 29”.2G78 , (0,5) = 62.930 

äf' = + (9.42520) , = -+- (9.40473) 

(7.7.6) = 17.0111 

(7.1.6) = -4- 27".9805 , (0,6) = 01.714 
x ■" = — ( 0 . 201 10 ) 

(0,7) = 17.240 
Ferner 

(T=— (8.86970), f=— (9.08107), /*= —(9.56730), ^=—(9.60980) 
/'=_(8. 80970), / =— (9.08107), /=— (9.56730), y"=— (9.66980) 
iT = — (9.08107). .>' = —(9.56730), 0"=— (9.00980) 
f' = — (9.36727), *"=—(9.60980) 
£'=+(9.42520) 

und liiemil 

ip(1 ) = — 0".462 * 
ip( 2) = - 2.108 
ii-(3) = + 0.600 
»r(4) = — 0.848 
ir(3) = — 0.741 
h'O) = + 0.169 
«-( 7) = + 1.589 

Diese milssen nun vor Allem der oft erwiilmlcn ßcriingiingsgleichiint; 
(jnlifjen, die Prodncle die diese gielil sind 
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iY.if(S) = — I".284 
iV'.ic'l ) = — 1.067 
N’.tr(2) = — 5.007 
rr.w[ 3) = -+- 1.849 
iV".#'(4) = — 2.61 2 . 

N‘.w[ 6) = ■+- 0.7K I 
N".w[ 7) = + 7.340 
Sa. = 0.000 

wie es sein muss. Es müssen nun nicht nur ilie vorstehenden Werth«* 
«ler ir(r) den im vor. Art. angenommenen, vorläufigen Werllicn der 
Richtungen hinzugcfOgl, sondern cs müssen auch die Centrirungen be- 
rilcksichligl werden. Diese findet man in dem oben angezogenen Werke 
Seile 36, und fügt man, der leichteren Vergleichung wegen, jeder der- 
selben 0".462 hinzu, so ergiebl sich ilie folgende Zusammenstellung. 


r 

Vorl. Werl he 

Centr. 

w(r) I Ausgepl. Riehl. 

(!) 

ii" n' n" 

4- 87822 

— lt'.'462 0" * II' 87360 

(S 

31 50 10 

4- 6.867 

—2.168 31 50 14.699 

(3) 

77 34 15 

4- 3.S10 

4-0.600 77 34 49.4 40 

(!) 

litt 13 30 

- 3.943 

— 11.818 1 19 13 25.209 

(5) 

Kit t3 45 

-14.276 

-0.741 I6| 13 29.983 

(6) 

191 IS 45 

- 7. 6SI 

4-0.169 191 48 37.488 

(?) 

254 45 55 

— 1.532 

4-1.589 254 45 55.057 


die mit den Resultaten des angezogenen Werks Ohereinslimnicn. 

II. 

Es soll jetzt unser Reispiel mit Anwendung der im Art. 3 erklärten 
Zerlegung der Gleichungen in zwei von einander unabhängige Systeme 
uusgeführt werden, lim möglichste Verschiedenheit in der Behandlung 
herbeizuführen sollen «len Richtungen (6j und (7 die zweite und dritte 
Stelle in der Reihenfolge gegeben werden. Das zweite Slalionstüfclchcn 
steht daher jetzt wie folgt. 


No. 

5. ,6. 

O) 

:•) 

(tj 

<*} 

(4) 

1 

P 

1 V p* P 

' 

4- 17638 

— 

— 

—07652 

—267052 4-2 

77748 

— 27682. 

20 

101) 4.0 

2 

— 

— 

— 

4-0.750 

— K.800U- 

2.050 

_ 1 

4 

12 1.3333 

3 

— 3.633 

— 

— 

— 

— '4- 

5.51 Ti 

— 1.88.3 

4 

12 1.3333 

4 

-25.927 

— 47077 

4-3o7()01 

— 

- 1 

— 

— 

24 

72 8.0 


977922 

— 17077 

4-307001 


— 317852 4-3 

573 1 4 

— i .505 

Sa. 

1196 

V 

48 

24 

24 

24 

24 

28 

24 

= 

1 96 
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und die (pp) erhallen hierauf die folgenden Werlho. 


p 1 


P” 

P. 

,, 

P„. 

P.v 

p 13.3333 

V 

8.0 

8.0 

4.0 

4.0 

5.3333 

5.3.333 

8.0 

8.0 

0 

0 

0 

0 

v" 1 


8.0 

0 

0 

0 

0 

P, | 



5.3333 

5.3333 

5.333.1 

f.fl 

P„ 




5.3333 

5.3333 

4.0 

P„ i 





0.6667 

5.3333 

P.. | 






5.3333 


Ks wird nun zuerst 

N” = « , /V" = 0 

und für die Bestimmung der Übrigen iVergieht sich die folgende Rechnung 
(pp) ... 0.60200 (pp J ... 0.72700 = (ppj 

(pp) ... 0.60206 N ... 0.23856 

(pp) ... 0.72700 
1.93112 
M ..ro.96356 


N 

.. 0.23856 = 

1.7320 

N . 

0.36350 = 

2.3094 

N\ . 

0.36350 = 

2.3094 

N ’ . 

0.48844 = 

3.0792 

«1- 

0.48844 = 

3.0792 

ZN . 

1.09723 = 

•12.5092 

NZN . 

1.33379 = 

21.067 

NZN . 

1 46073 = 

28.889 

N'£N . 

1.46073 = 

28.889 

N,ZN . 

1.58567 = 

38.518 

n“zn . 

. 1 .58507 = 

38.518 


Die Coefficicnten des ersten Systems von Gleichungen folgen hieraus 

(1.1) = 37.067 

( 1 . 2 ) = — 8.0 , ( 2 . 2 ) = 10.0 

( 1 . 3 ) = — 8.0 , ( 2 , 3 ) = — 8.0 , ( 3 , 3 ) = 16.0 
und die des zweiten Systems 

(4.4.3) =24.0 

(4.5.3) = 0 ,(5,5,3)=24.0 

(4. 6.3) = +1.7779, (5,6,3)= + 1.7779, (6, 0,3)=30.8149 

(4.7.3) = +3. 1 I 1 2. (3,7,3)= + 3. 1112. (6,7,3)= +4. 1 483 , (7,7.3)=28.1 483 
ausserdem wie vorher (W) = 182.752 
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die durch die vorhergehenden Zahlenwerlhe controlirt worden 
sind. 

Es ist sehr diculich hei der Auflösung dieser Gleichungen beide 
Systeme als Ein System zu betrachten, in welchem sich das zweite 
unmittelbar an das erste knllpll, und dem gemäss alle Bezeichnungen 
zu wählen. Aus diesem Grunde sind im zweiten System für die Bezeich- 
nungen der Coefficienten (4,4,8) , (4,5,3) , etc statt (4,4) , (4,5), etc. 
eingeftthrt worden. Die Auflösung kann nun durchaus nach den allge- 
meinen Formeln für Ein System ausgefilhrt werden, und giebl nach 
und nach die folgenden Zahlenwerlhe 

«' = -+- (9.32713) ,# = +■ (9.32713) (9.80999) 

(2.2.1) = 14.3009 

(2.3.1) = — 9.6991 , (3,3,1) = 1 4 3009 

(2,/,l) = — I0".0074 , (3,4,1 = -4- 24 .0730 , (//. 1 ) = 102.053 
ßT = + (9.83137) , r = -+- (9.84495) 


(3,3,2) = 7.7220 

(3,/,2) = — 17”.2804 , (11,2) = 155.050 

f = <f = etc. = 0 , % = — (0.34994) 

(4,4,3) , (4,5,3) , etc. 

(5,5,3) , otc. 

t r = 0 , *“ = — (8.80970) , f" = — (9.1 1272) , / = — (9.40498) 

(5.5.4) = 24.0 

(5.6. 4) =-t-1. 7779,(6, 6, 4)=30.6832 


wie oben, (II, 3) = 1 10.355 


(5,7,4)= -»-3.1 1 1 2. (6,7,4)= + 3.9178,(7,7,4)= 27. 7450 

(5,/, 4)= — 34".852,(0,/,4;=-4-34".8623,(7,l,4)= 1 1 4.800,(//.4)= 1 1 4.800 


t = — (8.80970) , £* = — (9.11272) , / = -|- (0.16202) 

(6.6.5) = 30.5515 

(6.7.5) = + 3.6873 , (7,7,5) = 27.3417 

(6,/, 5) = -»- 37 .444 1 , (7,/, 5) = — 0 .8375 , (W,5) = 64.195 
£" = — (9.08168) , x = ~ (0.08835) 

(7.7.6) = 26.8967 

(7,/, 6) = — 5*.3567 , (i/,6) = 18.304 
= + (9.29920) 

(//, 7) = 17.237 (möglichst nahe wie oben.) 


Für die Berechnung der übrigen Grössen ziehe ich vor die betreffenden 


Digitized by Googh 


vos der Methode der kleinsten Quadrate etc. 


II!) 


Formeln ohne Abkürzungen vollständig herzusetzen, da hei gegenwärti- 
gem Verfahren diu Grössen, diu Null werden, in verschiedenen Fällen 
verschiedene Stellen entnehmen. Um die Fortsetzung möglichst zu er- 
leichtern, sollen diese Formeln für sieben Unbekannte angesetzt werden. 
Sie sind 


u = (l ■+■ ,/ it 

/ = l 


IC = 

r /«’ -4- x «* 

c = 

Y -4- / / 

r = 

Y 



<)' -t- (V «’ -4- (W -4- J 1 '« 

/ = 

<>" -4- Cf -4- Cf 

r" = 

if -4- rty 

(T = 

<r 

^ » ___ 

/ -+- in -f- -+- in 

(t = 

t -4* t f? -+* f 

Y = 

*'* « in i *r 

* -4 -kr -4- * r 


A‘ = h“ -+- tfi‘ 


ic ' — £ -+- + £ ic " - 1- f"« + <1 *+ f 1 <c 

(t'= e Cf + { 'Y + ef + C(t 
r“ = C -i- Cr" + SY ■+■ Cr 

tr = C + ec -+- C<i 

c = e ■+■ £ * 

r= c_ 


- H'(l) = X 

- w(2) = 

- w(3) = 

- ir(4) = 

- /r(ä) = 

- H’(C) = 

- «'(7) = 


-+- x 'n + *"«" + ■+■ X n “ ■+■ X •+• X « 

X“ -4- *"/f -4- ///" -4- x’/J" + x'Y -+- ü'T 

/ -»- t r ■+■ xY tr -+• x'V 

Y •+• JfY -4- X'V + X' "' ) ” 

x -*- x'* + X'V 

Y + *r 

rw 

t 


sie kurzen sich in jedem Falle nach der Zerlegung der Gleichungen in 
zwei Systeme bedeutend ah. In unserem Beispiel sind , wie man ge- 
sehen hat, die folgenden Grössen Null, 
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y > 

8 , 

* , 

f' 

r » 

0" , 

k » 


f . 

<r , 

f" , 

r 


«r , 




und alle Glieder der vorstehenden Formeln, in welchen eine dieser Grössen 
vorkommt, fallen daher auch weg, und ähnlich wird es sich in allen 
Fallen verhallen. Die folgenden Zahlen werlhe sind daher durch eine 
sehr kurze Rechnung erhallen worden. 

«' = (9.32713) (9.55199) 

f = •+■ (9.83137) 

0* = — (8.86970) , 8' = — (9.08168) 

t = — (8.86970) = — (9.08168) 

S“ = — (9.08168) 

Hei der Berechnung der Werlhe der ic(r) , die hieraus folgen , ist die 
Reihenfolge der Richtungen, die. oben angenommen wurde, zu beachten. 
In den vorstehenden Ausdrücken der w(r) sind daher 

ip( 5) , ie(6) , ir(7) , tr( I ) , n>(2) , w(3) , ic(4) 

bez. statt w(1 ) , ic(2) , «>(3) , tr(4) , ip( 5) , tr(6) , «>(7) 

anzunehmen. Man erhalt 


* w(4) = -4- 0".1 87 

w(2) = — 1.519 
«-( 3) = -I- 1.250 
m(4) = — 0.199 
»(5) = — 0.092 
u>{ 6) = -+- 0.81 8 
tc(7) = ■+■ 2.238 

die vor Allem der oft erwähnten Bedingungsgleichung gnilgen müssen. 

Diese giebt 


N . n>(5) = — 0".159 

iV’ . «,(6) = 0 

N" . »(7) = 0 

iV . u>(1) = -+- 0.433 

JV . w(2) = — 3.508 

N[ . »(3) = + 3.847 

iV,, . «-(4) = — 0.613 

Sa. = 0.000 

wie cs sein muss. Die Werlhe der w(6) und ic(7) entziehen sich dieser 
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Prüfung nicht ganz, denn sie tragen mit dazu bei um die Uluigcti zu be- 
rechnen. Die Unterschiede der w{r) müssen ferner mit denen , die das 
Verfahren des vor. Art. gegeben hat, Ubereinslimmen , und die Ver- 
gleichung zeigt, dass dieses in der Thal der Pall ist. 


12 . 

Bei der Anwendung des im Art. i entwickelten Verfahrens werde 
ich die Reihenfolge der Richtungen so wählen wie das folgende Tafel- 
chen zeigt. 


so. | tu «) j t») ! (t> | (5) 

(«) i ui 

V 

P P- 1' 

1 — 07658 —26705« +277718;— 27682 + <7638 

- | 

20 

100 1.0 

2 +6.730 - 8.800 + 2.050 — — 

— — 

4 

12 1.3333 

3 — — + 5.516—1.883 — 3.633 

— — 

1 

12 1.3333 

V» 

öi 

1 

1 

1 

! 

1 

-17077 +307001 

21 

72 8.0 

(tc) +6’.'098[ - 3 <7852 +35731 < - 1’.'565| - 27792« 

-17077 + 30.001 S;. 

I9fi| 

Q | 24 21 | 28 ] 21 18 

21 j 21 

= 

190| 


Das Tafelchen der [pp] steht in Folge dessen so, 



P 

P' 

P" 

P"' 

P H 

P, 

"rf 

/' 

5.3333 

5.3333 

5.3333 

1.0 

1.0 

0 

0 



3.3333 

5.3333 

1.0 

1.0 

0 

0 

p" 



6.6667 

5.3333 

5.3333 

0 

0 

P'" 




5.3333 

5.3333 

0 

0 

P" 





13.3333 

8.0 

8.0 

P. 






8.0 

8.0 

P., 







8.0 


und hieraus bekommt man, in Folge der Bestimmungen des" Art. 4, zuerst 

N — 2.1095 , S = 2.3093 , N“ = 2.3095 
N~= 1.7320 , JV" s= 1.7320 , AP = 0 , N“ = 0 

und wenn man vorläufig auf die Zerlegung des Systems keine Rück- 
sicht nimmt, 
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(1,1) = 

24.0 


(U) = 

-+- 6'.098 


(2,2,1) = 

24.0 


(2,3,1) = 

0 

(3,3,2) = 

(2,4,1) = 

0 

(3.4,2) = 

(2,5,1) = 

0 

(3,5.2) = 

(2,6,1) = 

0 

(3,6.2) = 

(2,7,1) = 

0 

(3,7,2) = 

(2,1,1) = 

— 34*.852 , 

(3,1,2) = 


26.6667 
— 1.3333 , 

(*.4.l) = 

2 1 .6667 

— 1.3333 , 

(4.5,1) = 

— 2.3333 

0 

(4,6,1) = 

0 

0 

(4,7,1) = 

0 

+35 .314 , 

(4,1,1) = 

— 4.565 


(5.5.1) = 57,6667 

(5.6.1) = — 8.0 , (6,6,1)= 16.0 

(5.7.1) =— 8.0 , (6,7,1)=— 8.0, (7,7,1)= 16.0 

(3,1.4 ) = — 27 '.022, (<»,/, 1 ) = — 4 .077, (7,1,1) = +30".00i. (//;== 1 82.732 
oder (11) wie oben. Hier ist es blos Zufall, dass (2,4, 1) und (2,5,1) Null 
worden, welches in anderen speciellcn Fallen nicht statt linden wird. 
Zerlegt mau nun dieses System von Gleichungen nach dein Verfahren 
des Art. 4, so bleiben die VVerlhc der Coefficicntcn der vier ersten Glei- 
chungen unverändert wie oben, aber für die fünfte Gleichung tritt 
II = (5,5,1) -1- (5,6,1) -+- (5,7,1) = 21.6667 statt (5,5,1) 
und 


= ( 5 , 1 , 1 ) + (6,1,1) + (7,1,1) = — r.995 statt ( 5 , 1 , 1 ) 
ein, womit die Cocfficienlen des ersten Systems von Gleichungen voll- 
ständig gegeben sind. Für die des zweiten Systems bekommt man. 
wenn man in betreff der Bezeichnungen die bez. Bemerkung des vor. 
Art. benutzt, 

(6.6.5) = 16.0 

(6.7.5) = — 8.0 , (7,7,5)= 16.0 

(6.1.5) = - 4“. 077 , (7,/, 5) = -+- 30“.004 

während der Werth von (11) durch die Zerlegung nicht berührt wird. 
Die Auflösung giebt nun nach und nach 
X — — (9.40498) 

(11,1) = 181.203 

/ = 0 , ff = 0 , / = -»- (0.16202) 

(4.4.2) = (4,4,1) 

(4.5.2) = (4,5.1) , (5,5,2) = (5,5.1) 

(4.1.2) = (4,1, 1 j , (5,1,2) = (5,1.1) , (11,2) = 130.592 
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f = -+■ (8.69897) , <T = -t- (8.69897) , jf = — (0.1 2498) 

(4.4.3) = 21.6 

(4.5.3) = — 2.4 . (5,5,3) = 21.6 

(4,/, 3) = — 2".7ü93 , (5,/,3) = — 0'.2293 , («, 3) = 83.826 
3'* = -+- (9.04576) , *' = -+- (9.1 1200; 

(5.5.4) = 21.3333 

(5,/, 4) = — 0\5403 , (W,4) = 83.463 
* = g = 0 , x = + (8.40357) 

(W,5) = 83.449 

(" = -f- (9.69897) , x“ = + (9.40622) 

(7.7.6) = 12.0 

(7.1.6) == ■+■ 27". 9655 , (M,6) = 82.410 
f = - (0.36744) . 

(«. 7) = 17.238 (wie oben) 

Hieraus ferner nach den Ausdrücken der Abhandlung 
f = 0 , f = + (8.7 4476) 

und 

ir(l ) = -t- 0*.254 
ii>(2) == — 1.452 
ir(3) = -+- 1.316 
ii’(4) = — 0.133 
ip( 5) = — 0.025 
n>(6) _ , r (ä) = •+■ 0.910 
w(7) — w(5) = -+■ 2.330 

die auch den oO erwähnten Bcdingungsgleichungen gütigen. Die beiden 
letzten Werl he entziehen sicli aber dieser Controle, weil N und N Null 
sind. Man bekommt, wenn man tt>(5) durch Addilion seines Werllies 
— 0".025 climinirt 

it>(6) = -4- 0”.885 
w(7) = -+- 2.305 

und die Unterschiede aller dieser Wcrllie stimmen mit den bezüglichen 
Resullalen der beiden nachstvorhergehenden Artikel Überein. 

13. 

Wenden wir jetzt das Verfahren des Art. 6 auf unser Beispiel an, 
so sind alle N Null zu machen, und in dieser Annahme zuerst die Coefli- 
cienten der Gleichungen mit Weglassung der der ersten Gleichung zu 
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berechnt'!), und dabei keine Rücksicht auf die Zerlegung zu nehmen. 
Benutzt mau dazu das Tafelchen der (pp) des vor. Art., so sind diese 
Cocfficicnten 

(2.2.1) = 18.6667 

(2.3.1) = — 5.3333 , (3,3,1)= 21.3333 

(2.4.1) = — 4.0 , (3,4,1) = — 5.3333 , (4,4,1) = 18.6667 

(2.3.1) = — 4.0 , (3,5,1) = — 5.3333 , (4.5,1) = — 3.3333 

(2.6.1) = 0 , (3,6,1)= 0 , (4.6,1)= 0 

(2.7.1) = 0 , (3,7,1)= fl , (4,7,1)= 0 

(2,/. !) = —34*852 , (3,1,1) = + 35*.314, (4./.1) = — 4\563 

(5.3.1) *= 34.6667 

(5.6.1) — 8.0 ,(6,6,1)- 16.0 

(5.7.1) -- 8.0 ,(6,7,1)=- 8.0 ,(7,7,1)= 16.0 

(5,/,l) =- 27".922, (6./, I) =-4".077, (7,/,l)=+30*.004. (//, l)=1 82.752 
Die. Coeflicienten der Gleichung mit dem Index 5 werden nun eben 
so erhallen wie im vor. Art. und es sind folglich die Cocfficicnlcn der 
ersten vier Gleichungen mit den vorstehenden bis auf die Ausnahme 
identisch, dass 

11 oder (5,5,1) = 18.667 
L oder (5,/,1) = — 1*.095 

werden, und damit das erste System abschliesst. Die Coeflicienten des 
zweiten Systems sind hier dieselben wie im vor. Art. nemlich 

(6.6.5) = 1 6.0 

(6.7.5) = — 8.0 . (7,7,5) = 16.0 

(6,/, 5) = — 4".077, (7,/,5) = + 30’.004 

Die Auflösung giebt hienach 

(f = •+• (9.45594) ,/=■+■ (9.33100) 

A" = + (9.33100) , / = + (0.271 17) 

(3.3.2) = 19.8094 

(3.4.2) =— 6.4762, (4,4,2)= 17.8095 

(3.3.2) =— 6.4762,(4,5,2)=— 6.1905,(5,5,2)= 17.8095 

(3.Z.2) =+25". 3 560, (4,/, 2) = — 12".0335, (5./, 2) =—9.4635, (0.2)= 11 7.679 
f = + (9.51445) , fT = + (9.51445) , = — (0.10721) 

(4.4.3) = 13.6923 

(4.5.3) = — 8.3077 , (5,5,3) = 13.6923 

(4,/,3) = — 3'.7439 , (5,/, 3) = — IM739 , (0.3) = 83.223 
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3" = ■+- (9.72380) , x" = -+■ '0.37703) 

(5.5.4) = 11.2941 

(5.1.4) = — 3". 1560 . (11,4) = 84.330 

][' = ■+■ (9.44630) 

{«, 5) = 83.448 

£" = -+- (9.09897) , x 1 ' = -+- (9.40022 
(7,7,6) = 12.0 

(7,1,0) = + 27”.9G55 , (11,6) = 82.409 
x‘ = — (0.36744) 

(i/,7) = 17.237 (wie oben) 

Ferner narb den Ansdrucken der Abhandlung 
<T = + (9.48813) , fiT = + (9.07265) , / a= + (9.69897) 
und liiemit 

«■(2) — w(l) = — 1“.700 
»(3) — ie(l)= -+- 1.062 
ir(4) — tt>( I ) = — 0.387 
w{ 5) — it'(1 ) = — 0.279 
ie(6) — tr{5) = -i- 0.910 
u\'7) — u>(5) = + 2.330 

Die iin Vorhergehenden zur Prüfung dieser Kndwerlhe angewandte 
Bedingungsgleiclmng ist hier nicht anwendbar, da sie identisch erfüllt 
wird. Die Vergleichung mit den im Vorhergehenden erhaltenen Werthen 
zeigt die Uehereinstiuiiuung. 


14 . 

Da das Verfahren des vor. Art. mit demjenigen tibereinstiinml, 
welches in dem mehrmals genannten Werke tlbcr die Preuss. Landes- 
triungulation angewandt worden ist, und dort nach Hessel die an sich 
UherllUssige unbestimmte Elimination der Gleichungen ausgeführl worden 
ist, so halle ich es fUr nicht Überflüssig zu zeigen, dass die Cocflieicnten 
dieser Elimination dort auch richtig berechnet worden sind. Bezeichnet 
man diese Coeffieienlen mit [2,2], [2,3j, etc., so sind sie im gegenwär- 
tigen Falle durch die folgenden Ausdrücke gegeben. 
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[2,2] 


1 


r» 


pr* 



(*,»,«) 



(*.*.>! 

(6.5,4) 

[2.5] 

= 



r 

(».*,*) 

-+- 

rr 

ö.*.») 

- r (5.5,*) 

[2.4] 






r 

r t- 






(*.♦,«) 

T 15,5.4) 

[2.5] 

= 






r 

(6.5,4) 

[2.6] 

= 

[2.7] 

= 0 




[3,3] 


1 


y"i 


S‘‘ 



(».»,») 


t*,«,*) 

(3,5.*) 


[3.4] 




/" 







(♦,».») 


(«.5, 4) 


[3,5] 

= 





y\ 

(5,5,4' 


[3.6] 

= 

[3.7] 

= 0 





[4,4] 

= 

4 

(M.U 

■+• 

«T* 

Ts.mj 




[4.5] 




j» 







(5,5,4) 




[4.6] 

= 

[4,7] 

= o 





[5.5] 


4 







(5, 5,») 






[5,0] 

[6.6] 

— 

[5,7] 

« 

= 0 

C‘ 





(6,6,5) 


(7,7.6, 




[«.7] 




r 







(7.7.6) 




[7J] 

= 

(7.7.«)' 







Die Substitution der numeriseben VVeiibe des vor. Art. in diese 
Ausdrücke gab 

[2.2] = 0.08333 

[2.3] = O.öi 1 07 , [3,3] = 0.07943 

[2.4] = 0.04167 , [3,4] = 0.04427 , [4,4] = 0.08864 

[2.5] = 0.04167 , [3,6] = 0.04427 , [4,5] = 0.04688 

[5.5] = 0.08854 , [6,6] = 0.08333 

[6,7] = 0. 01167 , [7,7] = 0 08333 
die auch mit den Angaben des angezogenen Werks Ultcreinslinnucn. 

15. 

Wenden wir endlich auch das Verfahren des Art. 7 auf unser Bei- 
spiel an. so ist wieder das Täfelchen der (pp) des Art. 12 zu benutzen, 
und es sind hiebei wieder alle A' (Null zu machen, aber die fünfte Glei- 
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chung wegzulassen. Die Coeffieienten des ersten Systems der hiemit 
schon in zwei Systeme zerlegten Gleichungen sind nun die folgenden, 

(1.1) = 18.6667 

(1.2) = — 5.3333 , (2,2) = 18.6667 

(1.3) = — 5.3333 , (2,3) = — 5.3333 . (3,3) = 21.3333 

(1.4) = — 4.0 , (2,4) = — 4.0 . (3,4) = — 5.333.3 

(1,/) = -*-G".098 , (2,/) = — 34".852 , (3,/) = -+-35‘.3I4 

(4.4) = 18.0667 

(4,/) = — 4".565 , (//) = 182.752 

und die Coeffieienten des zweiten Systems sind dieselben, wie im Art. 

13, weshalb ich sie nicht wiederholen werde. Die Auflösung giebl jetzt 
n = + (9.45594) . ^ = h- (9.45594) 

/ = -*- (9.33100) , x = — (9.51413) 

(2.2.1) = 17.1428 

(2.3.1) =— 6.8572,(3,3,1)= 19.8094 

(2.4.1) =— 5.1429,(3,4,1)=— 6.4762,(4,4,1)= 17.8095 

(2./.1) =— 33M097, (3,Z,1 ) = +37'\05G3, (4,/,1) =— 3*.2583, (//,1)= 1 80.70 
$ = + (9.60206) ,/=•+• (9.47713) , / = + (0.28588) 

(3.3.2) = 17.0667 

(3.4.2) = — 8.5334 , (4,4,2) = 16.2666 

(3,Z,2) = +23".8124 , (4.1,2) = — 13M9I6 , (//, 2) = 116.810 
f = -t- (9.69897) , x" = — (0.14464) 

(4.4.3) = 12.0000 

(4. 1.3) = — T.2855 , (Z/,3) = 83.586 

X = + (9.02989) 

(Z/,4) = (Z/,5) = 83.448 

Da dieser Werth von (//, 5) mit dem im Art. 1 3 gefundenen Uberein- 
slimmt, so muss der hier sich fUr (11,1) ergehende auch mit jenem tlber- 
einstimmen. 

Die Ausdrücke der Abhandlung gehen ferner 
«" = ■+■ (9.C020C) , = -+- (9.69897) , f = + (9.69897) 

und hiemit 

«•(1) — «-(5) = -4- 0“.279 
»»(2) — hi(5) = — 1.427 
fi>(3) — h'(5) = -t- 1.342 
«'(4) — «■( 5) = — 0 107 
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wahrend u*{6) — w(S) und ir(7) — tc(5) eben so bleiben wie im vorvor. 
Arl. Die Anwendung der Bedingungsgleichung findet hier wieder nicht 
statt, weil sie wieder identisch wird. Durch die Suhtraclion des ersten 
der vorstehenden Ausdrücke von allen übrigen bekommt man 
ir(2) — «'(«) = — r.706 
»( 3) — tt-(1) = 1 .003 

«•(4) — «•{!) = — 0.386 
«-(3) — n>(l) = — 0.279 

ilie mit den im Vorhergehenden gefundenen Werthcn übereinstimmen. 


10 . 

Im Vorhergehenden ist zur Gnilge gezeigt worden, dass die Zerle- 
gung der Stationsgleichungen in zwei Systeme, wo dieses an sich mög- 
lich ist, in den Resultaten der Ausgleichungen auf den Stationen durchaus 
keine Verschiedenheiten in den ausgeglichenen Werthcn der Winkel her- 
vorbringt. Aber nicht blos in diesem ersten Tlicil der Auflösung werden 
die Resultate identisch, sondern dasselbe findet auch im zweiten Tlicile 
derselben statt, so dass man überhaupt identische Endresultate erhalt, 
man mag die Zerlegung angewandt haben oder nicht. Jeder, der sich 
die Mühe giebt , die Theorie dieser Aufgabe etwas mehr wie oberfläch- 
lich zu betrachten, wird sich leicht überzeugen können, dass dieses in 
der Thal statt finden muss. Ich könnte daher diesen Aufsatz hier schlies- 
sen. um aber diese Sache möglichst klar zu machen, will ich dasselbe 
lleispicl mit allen fünf verschiedenen Verfahrungsarlen, die im Vorher- 
gehenden enthalten sind, so weit fnrtselzen, wie die Betrachtung einer 
einzigen Station erlaubt; ich werde mich hiebei indess nur der Loga- 
rithmen von vier'Decimalen bedienen, da man in der Regel damit aus- 
rcicht. 

Geht man die in dem oft genannten Werke angegebenen Bedin- 
gungsgleichungen des Dreiecksnelzes durch . zu welchem die hier be- 
handelte Station gehört , so findet man dass diese letztere nur in den- 
jenigen derselben vorkommt, die mit den Zahlen IX, X. XII. XIV, XX, 
XVI. XVII, XVIII, XIX, XX, XXII bezeichnet sind. Zieht man diese 
aus, und ergitn/.t die erste Richtung, deren Verbesserung dem Bessel- 
schen Verfahren zufolge weggelassen worden ist, so erhalt man das 
folgende Tafelchen der DilFerenliulquollenlen, bei welchen es überflüssig 
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war eine Stationsnummer an/.urühren, da es sich hier nur um Eine Sta- 
tion handelt. 


q'r.tX] Ihr ij r , \ |ln»«(r..\// q r Y/l 'Ior 0 (r..VI’) q r.XYi: 

— I 0.2071h i — I — — — 

-et 0.42:19 9.6930« — t — — 

0.0185« 0.0185 — 0.2547« — 

— — 9.7405« — j 0.293t — 

| — j — I 9.2205« | — I 




logv r.XIX) 

V r, .VA-| 

lo*g(r,XX//) 

1 

2 

0.2931« 

Mir 

— 

— 

5 

0.5630 ■+■ 1 

0.2284« 

— 

— 

6 

0.2284« — t 

0.2284 

- 1 

9.7081) 

i 



— 

-1- 1 

9.7080« 


t 

2 

3 

4 

5 

6 
7 


17. 

Wendet man nun zuerst das allgemeine Verfahren ohne Zerlegung 
der Gleichungen an, nach welchem im Art. 10 die Ausgleichung auf der 
Station ausgefiihrl wurde, so sind die in Betracht kommenden Illllfs- 
grössen die folgenden, 

f = —(8.8697), f = —(9.0817), (t = —(9.8673), = —(9.6698) 

/ = —(8.8697 . y" = —(9.0817), y = —(9.3673). y” — —(9.6698) 
d" = —(9.0817), d‘ = —(9.3673). 0" = —(9.6698) 
i = — (9.8073), t‘ = — (9.6698) 
£” = +(9.4252) 

(1,1) = (1.5760) , (8,5,4) = (1.4297 

(2.2.1) = (1.3802) , (6,6,5) = (1.2777) 

(3.3.2) = 1.3802) , (7,7,6) = (1.2460) 

(4.4.3) = (1.4880) 

und es ist hiebei zu beachten, dass hier die. Reihenfolge der Richtungen 
(5). (I), (2), (3), (4), (6), (7) ist. Man kann immerhin demungeachtct das 
Tafelchen der i/ des vor. Art. so wie es aufgestelll worden ist, anwen- 
den, wenn man nur die vorbenannte Reihenfolge beachtet, allein um Irr- 
thUmern möglichst vorzubeugen, verfährt man sicherer, wenn man die- 
ses Täfelchen nach der geänderten Reihenfolge umschreibt. Es stellt 
daher für die jetzige Anwendung wie folgt. 

Ahhatull. d. K. S. lieMlUrh, d. \\ if*ea*rli. \IV. •( 
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Die Ausdrücke der Abhandlung, für welche die rechter Hand an- 
gesctztcn Indices zu benutzen sind , geben nun die folgenden Werthe 
der Hiilfsgriissen, 


r 

lAKi;(r,/X) | loj*iy(r,A') I los 

7 (r. AVI) ' logij{r,.V/l ) J log ij(r,ATj j logier, XI 7 


r» 

I 



— 

0. 9.8305« 

0. » 

1 


0. n ; 0.2071« 

— 




— 

9 


n. n 

.4839 | 9.0930« 0. « — 


— 

3 


— 0.0495« 0.0314 

8.8097 0.2547« 

— 

4 


— 

— 9.7900« 9.0847 0.3387 


— 

5 

6 


— 

— 

9.5073 8.7889« 

0. 

0 

' 

— 

— I 

— 

9.0098 8.8910« 

9.4852 

7 

r 

lo ? i|(r,X47l) 

1 0£if' r ,.\'l'///, 

log ijfr.A'/A*) | logi/(r,A\Y) 

log t}{r,XXII) 


5 

1 

0.5030 

0. 

0.938t« 


— 

1 

2 

3 

4 

0.8931« 

— 


— 1 — 


— 

4 

5 

C 

9.985 in 

0. n 

0.2284 0. n 


9.7080 

0 

7 

9.0700 

9.485?» 

9.0530 | 9.8050 


9.5735« 

7 

r 

ln« O'r.IXi Io« 0(r,.Y; |lo«(J(r..\7/l 

\n*Qr,XIV} |log(J[r,AT 

: Io* <?(r,AI7) 



i 

_ 


8.4240 7.0445« 


8.4240« 

t 

t 

8.0198« 8.8269« - 





— 

2 

2 

8.0198 ; 9.0437 8.3128« 

8.0198« — 


— 

3 

3 

— 8.5645« 8.5484 

7.3847 1 8.7097« 



4 

4 

— 

— 8.3003« 

7.0520 8.9090 



5 

fi 

l 

— 


8.2890 7.5112« 


8.7223 

6 

7 

— 1 

— 1 ~ 


8.4238 7.0450« 


8.1792 

7 
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r 1 

| log Q(r,XVII) j 

jlug pfr.XFW) 

Iur (l(r,A7.V: 

j Ior Q(r,XX] 

log Q(r,XXII) 


5 

1 

8.9870 

a.üio 

8.6r.2in 

— 

— 

1 

2 

3 | 

t 

8. 863 in 

— 

— 


— 

4 

5 

6 

S.TOTTn 

8.7223n 

■ 8.9507 

8.7223n 

.8.4303 

C 

7 

8. um 

8.1792» 

| 8. t07C 

8.6 1 96 

8.3275a 

7 


r 

l"Efir,/.V) 

Ior/KX) 

loRflr.X//) 

Ihr f[r,XIV) 

|tcgflr.Xr|| log/lr.XK/) 

5 

— 



— 

8.4240 

7.6445» 

8.4240» 1 1 

1 

8. 6 t 98)1 

8.8090)1 

6.1703 

8.3079» 

7.3357» 

8.4239» 2 

2 

8.6198 

9.0544 

8.3096» 

8.7923» 

7.3357» 

8.4239» 3 

3 

— 

8.5645)1 

8.581 1 

8.2483a 

8.815.3» 

8.4239» 4 

i 

— 

— 

8.3603» 

8.1793» 

8.9261 

8.4239» 5 

0 

— 

— 

— 

8.4239 

7.6454» 

8.7542 6 

7 

— 


— 

8. 4238 

7.6450« 

8.4 792 1 7 


r 

log/’ r,XVIf) 

|log nr.XVttl) 

l ft R A(r, W.VJ 

tot f\r.XX) 

loR/lr.X-W) 


5 

8.9870 

8.4240 

8.6524» 




t 

t 

8.1830 

8.4239 

8.6523» 

— 


2 

2 

8. 1 830 

8.4239 

8.6523» 

— 

— 

3 

3 

8.1830 

8.4239 

8.6523n 

— 

— 

4 

i 

8.8234» 

8.4239 

8.6523» 

— 

— 

5 

6 

8.6429» 

8.7542» 

8.9826 

8.6198« 

8.3276 

f» 

7 

8.4240 

8. 1 792n 

8. 4076 

8.6198 

8.3275» 

7 


Suppl. 3 bewiesenen Salze piiifen. Wir erhalten 


Corollarium zu dem im 
hier z. B. 

.2)=— 0.1488. 
Ar./[2,X)=+0.2618, 

N'.f (3,A')=— 0.M30, 
Sa. =0.0Ü0li, 


u. s. w. 


N‘.m,XII)= +0.0003 
N".f[2,XJI)— -«.0471 
Af"./i3.Ä7f =+0.l 173 
A”./(4,X//)= —0.0706 
Sa. = -0.0001 


JV./(r,,x/V)=-f-o.o460 
AT./(I,X7V)=— 0.0469 
JT./[2.X/F)=— 0.1432 
AT./(.3, XIV)= — 0.0545 
N" .f[i,XIY)= — 0.0465 
iV./||6,A7F)= -i-0. 1226 
A~'./(7,X/V)=+0.1226 
Sa. =+0.0001 


18. 

Aus den vorstehenden Zahlenwcrthen ergiebl sieb der Beitrag, den 
die in Rede stehende Station zu den Coeflicienlen der Kndgleiehungen 
liefert. Ich habe diesen in der folgenden Tafel zusammengestelll. und 
dabei zugleich die einzelnen Theile, aus welchen er bestellt, hinzugeftlgl. 

9* 
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r ] IIXJX) 

(/-V..YI 

[IX, XII 

IX. XIV 

(/.Y,.\T) 

(IX, XV fl 

1 0.04107 

2 0.04167 

+ 0.0644 
+ 0.1133 

— 0.000 1 
— 0.02040 

-*- 0.02032 

— 0.00199 

-*- 0.00217 

- 0.00217 

-*- 0.02054 

— 0.02654 

0.08334 

+ 0.1777 

— 0.02053 

— 0. 01107 

0 . 

0 . 



r 

v Al 

« .XIII 

XXII 

(A.AI'i 

(X.AT I) 

(-V.A VII 

i 

0.1038 

— 0.00024 

+ 0.0327 

+ 0.00349 

+ 0.04270 

— 0.02455 

V 

0.3008 

— 0.05415 

- 0.1645 

— 0.00575 

— 0.07043 

+ 0.0 4045 

3 

1 0.0383 

— 0.03977 

+ 0.0185 

+ 0.00820 

+ 0.02709 

— 0.01590 


0.4429 

— 0.09410 

— 0.1133 

+ 0.00594 

+ 0.00002 

0.00000 

r 

X, XVIII) 

(X.XIX) 

(X,XX) 

tx.xxm 



i 

— 0.04270 

+0.0724 

0 . 

0 . 



2 

+ 0.07043 

— 0.1492 

0 . 

0 . 



3 

| — 0.02769 

+ 0.0409 

0 . 

0 . 




— 0.00002 

+ 0.0001 





r 

[XII. XI f 

{XII. XIV) 

(XII, XV) 

{XII, XVI) 

(XII, XV II) 

XII, Will 

2 

0.01006 

+ 0.03057 

+ 0.00107 

+ 0.01309 

— 0.00752 

— 0.01309 

3 

0 . 0.1978 

— 0.01848 

— 0.00820 

— 0.02709 

+ 0.01590 

+ 0.02769 

4 

| 0.01261 

+ 0.00832 

— 0.0 4041 

+ 0.01460 

+ 0.03063 

— 0.01460 


0.06245 

+ 0.02041 

— 0.1 1354 : 

0.00000 

+ 0.04501 

n. ooooo 

r 

[ [XII, XIX) 

(XII. XX) 

[XII, XXII) 




2 

+ 0.02215 

0 . 

0 . 




3 

~ 0.0 4080 

0 . 

0 . 




4 

+ 0.02471 

0 . 

0 . 





0.00000 






r 

{XIV, XIV) 

(A7I-.M) 

(XIV.XM) 

{XIV, XVII) 

[XIV. XVIII) [XIV. XIX) 

!) 

0.02655 

— 0.00441 

— 0.02055 

+ 0.09705 

+ 0.02655 

— 0 . 0449 * 

2 

0.00199 

+ 0.00217 

+ 0.02055 

— 0.01524 

— 0.02655 

+ 0.04 492 


0.08854 

- 0.00224 

0 . 

+ 0. 08181 

0 . 

0 . 

r 

| (XIV, XX) 

(XIV, XXII) 





!i 

0 . 

«. 





2 

0 . 

0 . 




■ 
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r 

1 (A'r.ATj 
1 

| (XK..VI7I 

(\T,.VI7/J 

(XV, XVIII) 

XV, XIX 

f.vr.Y.Y] 

5 

• 0.0007 

+0.00441 

— 0.0161 

-0.004t 1 

+ 0.00746 

ft. 

3 

0.1 175 

! +0.04771 

—0.0274 

—0.0477t 

+ 0. 08078 

ft. 

l 

0. 1 656 

1 —0.05212 

—0.1308 

+0.05212 

—0.08818 

0. 


0.8838 

0.00000 

— 0.1743 

0.00000 

fl. 00000 


r 

[ i XV, XXII; 





5 

3 

0. 

ft. 






t 

0. 






r 

XVI, XVI 

1 

V 17, VI II 

■ XVI, XVIII) 

XVI, XIX 

xvi. xx, 

XVI, XXII) 

s 

0.08655 

—0.09705 

—0.02635 

+ 0.01492 

n. 

0. 

6 

0.05670 

—0.04394 

— 0.05679 

+ 0.09608 

—0.04167 

+ 0.02126 


0.08334 

-0.1 4099 

—0.08334 

+ 0.14100 

—0.04167 

+0.02126 

r 

(XVII, XVII 

| (X VII, X VIII s 

XVII, XIX 

XVII, XX, 

XVII, XXII 1 


5 

0.3548 

| +0.09705 

— 0.1642 

0. 

0. 


t 

0.1311 

— 0.05818 

+ 0.0882 

0. 

0. 


f> 

0.0743 

-4-0.09608 

—0. 1 626 

+0.07050 

—0.03598 



0.5608 

+ 0.11101 

— 0.2386 

+0.07050 

— 0.03.398 


r 

;xvtii,xvni 

Will. XIX: I 

(XV III, XX 

XVIII, XXII) 



5 

0.08655 

! —0.04492 

ft. 

0. 



6 

0.05670 

, —0.09608 

+ 0.04167 

—0.02126 




0.08334 

—0.14100 

+ 0.04167 

—0.02126 



r 

V/ V. Y/.Y 

(XIX, XX) ] 

[XIX, XXII} 


| 

5 

0.0700 

0. 

0. 




6 

0. 1 686 

—0.07030 

+0.03598 





0.8386 

—0.07050 

+ 0.03598 




r 

i.V.V.V.Vi 

! (XX, XXII) 





6 

0.04467 

-0.02126 





7 

0.04167 

— 0.02126 






0.0833 t 

—0.04252 





r 

{X XU, XXII) 

| 


I 1 

<> 

0.01086 

| 





7 

0.01086 

: 

■ 





0.02178 

* 1 






Weiter kann man in der Betrachtung einer einzelnen Station nicht 
gehen, aber das Vorstehende reicht ans, um ihre volle Einwirkung auf 
die ganze Berechnung des betreffenden Dreiecksnetzes zu erkennen, und 
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mit den Resultaten der übrigen hier erklärten Verfahrungsarten verglei- 
chen zu können. 


19 . 

Indem wir min zur Fortsetzung der Rechnungen übergehen, die 
sieh an das im Art. 11 angewandte Verfahren der Zerlegung der' Sta- 
lionsgleichungen anknüpfen, haben wir zuerst zu erwögen, dass dort die 
Reihenfolge der Richtungen eine andere ist, wie im Vorhergehenden. 
Dieser Umstand muss wieder bei der Benutzung des Tafelchens für die 
Diflercnlialquotienten der Bedingungsgleichungen berücksichtigt werden, 
und stellt man dieses demgemäss um, so erhält man das folgende. 


r 

llr.lXl 

log 7 fr, A// q[r,XJV l«>gtf(r,A*K q(r,XVI) 


r, 

— 

— — 1+41 9.2205« — 1 

1 

6 

7 

t 



— — — — +1 

4 

- t 

0.207 t n — 1 — 1 — — 

4 

4 

+- t 

0.4239 19.6930« — I — j — 

5 

3 

— 

0.0185« 0.0185 — 0.2547« | — 

6 

t 

— 

— 9.7405« — 1 0.293t 

7 


Ing ? r.XVIl) q{r, XVIII | log ? (r,.\7.Vj | 7 r,.Y.Y, log? r,.Y.Y II 


0.5630 •+• 1 

0.2284« ( — t 


0.2931« 


0.228t« I — 
0.228t | — t 

+ 1 


9.7080 

9.7080« 


Die Werthc der jetzt in Betracht kommenden Hülfsgrössen sind zu- 
folge des Art. 1 1 . 

-+-(9.3271), «"=+(9.5520), «"=0, «' = 0, «'=0 , «"=0 

/?'=+(9.83l 4), tT= 0, ff =0, (/=() , (T= 0 

Y=0. y" =0, /= 0 • y"=0 

#‘ =0, #=—(8.8697), #'=—(9.0817) 
e=— (8.8697), #'=—(9.0817) 
£" = —(9.0817) 

(1,4) = (4.5760) , (5,5,4) = (1.3802) 

(2.2.1) = (1.1554) , (6,6,5) = (1.4850) 

(3.3.2) = (0.8878) , (7,7,6) = (1.4297) 

(4.4.3) = (1.3802) 
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Da beim gegenwärtigen Verfahren in verschiedenen Kalten ver- 
schiedene IlUlfsgrössen Null werden können, so will ich die Formeln, 
nach welchen die Rechnungen auszufahren sind , ohne jede Abkürzung 
fUr sieben Richtungen aufstellcu, gleichwie dieses im Art. 1 1 für die dort 
in Betracht kommenden Grössen geschehen ist. 


■»(*.!) 
'/(*/) 
II 0,1 

l(«.l J 
nöJ) 


/!»./)= 

t\iS)= 


/(*./)= 

/(5,#)= 

/(«,/)= 

ro,i)= 


= ?(•./) 

= "'.<1(1,1)+ q(i,I) 

— u.q( 1 .l+ l f.q(i,l 1 + 1/(3,/) 

= «”.</( I ,I)+ff'.q(2j)+y‘.q(3,f J / -+- </{4,/) 

=(t“’.q{\ , l)+ (P ,q{2, /;+/'. i/3, l)+d“. </(4,//-t 
= «’•'/(* ■'! (2,/)-t- y •<! [3,I)+A‘ .q(i,l)-i 

=u .</(1 ,l)+{t ,q(2.l)+y .</(3,/ -f-3 .</( 4,/)-+ 

o(i./) = <?(*./) = 0(3, / 

1 , /) -H TZ*. 0(2 ,/) -»- 0( 4 , /; -t- . c>( *. / ; H- « ■ 
Q(2,I)+f.Q(:i,l)+,r.QH,l)+f 
Q{3,l)+y.Q(U)+r" 
Q(U )-M" 


Man bekommt liicmil für das Beispiel sehr 


-* ■'/(•'», /,-+- 9(ti./j 

■t'.q(&,l)+g'.q(<i,I)+q(l,f) 

) (*,»,!) ’ e C * 
.0(5,/)+« r ,ö(bi/)+«""0(7,/) 
,Q(5,/)+//.0(6,/)-I- / /'.0(7,/) 
.Q(H,l)+y .Q(6,l)+y" .Q(1 ,1) 
0(5,/)-Hy.o(e,/)-Hr.o(7,/) 
0(5,/)-»- *’ .0(6,/)+ «".0(7, /) 
o(6,/)+r.o(7,/) 
0(7,/) 

leicht 


- 

l»B ijIr./.VI 

luü ,, r,\; 

log 1 r.XII , 

logier, A'/lo! log i|(r,.\T) 

logi?.r,AT/ 

3 

C 

7 

1 

j 

3 

S 

0. n 

0. 

0.2071» 

0.1239 

0.0496» 

6.602» 

9.6930» 

0.0338 

9.7900» 

0. I 9.2205» 

9.3271 ] 8.5176» 

9.5520 | 8.7725» 

0. » — 
8.8697 | 0.2517» 

9.0817 0.3387 

0. » 

9.8963 

9.5078 

— 

! 

2 

3 

i 

5 

7 

r log»)(r,,YK//( 

log // (r, Ä VIII log tj r, XIX) 

log ti r, XX) 

logij'r,.V.V// ! 

5 

6 
7 

k[ 

3 

4 

0.5630 

9.9619« 

9.1930 

0.393!» 

0. 0.2281« 

9.8963» 0.1219 

9.5078» 9.7360 



0. n 

9.5073 

9.7080 

9.2156» 

1 

2 

3 

i 

5 

6 
7 
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r 

08 r-./.V 

log(> r,.\ logQ’r 

XII) 

log Q r,XIV\ 

log() r,XV 

log (,) r,XYl 


"i 

— 


— 


8.4240 

7.6445b 

8.4240h 

1 

r» 

— 


— ! — 


8.1717 

7.3922b 

8.7409 

£ 

7 

— 


— 


8.6642 

7.8847b 

8.6200 

3 

t 

8.61 98h 

8.8269b — 


— 

— 

— 

4 

N> 

8.6198 

9.0437 8.3t 28n 

8.6198« 

— 


5 

i 

— 

8.5646b 8.5488 

7.3847 

8.7697b 

— 

6 

t 

— 

5. 

72 n 8.3603b 

7.6520 

8.9090 

— 

7 

r 

iog.pir,.vr// 

l«>g Q r.XVlII 

log Qr,XI\ I log Q r,A‘.Vj 

log () r, XXI fj 


;> 

8.9870 


8.4240 

8 6524b 

— 

— 

i 

6 

8.8065b 

8 . 7 409b 

8.9095 8.8446b 

8.5526 

2 

7 

8.3048 


8. 6200b 

8.8482 8.6495 

8.3278b 

3 

1 

2 



I 


_ 

_ 

i 

4 

0 

3 

4 

8.8634n 

— 


— 

— 

— 

6 

7 

r 

Io gf r,IX) 

log fr,X) log f r, XII 

log fir.XIV 

logAr.AT 

log f r, XVI 


5 



— 


8.6644 

7.8847b 

— 

1 

6 



— 


8.6641 

7.8847b 

8.9208 

2 

i 




— 


8.6642 

7.8847h 

8.6200 

3 

j 

8.6)98« 

8.8090b 6.(61 

6.8580b 

7.7347» 

— 

4 

2 

8.6198 

9.0542 ! 8.3096b 

8.6273b 

7.7347« 

— 

5 

3 



8.5646b ! 8.5815 

7.2751 

8.8366b 

— 

6 

4 

— 

5.172 b 8.3603b 

7.6520 

8.9090 


7 

r 

Io* (>r, Xi' 11} 

log fir,X rill 

log f[r t XlX 1 Io nfr.XX< 

log f r.XXII j 

5 

6 

8.9S73 

8.7023b 

8.9208b 

9. 1 49.3 

8.6198b 

8.3276 

4 

2 

7 

8.3042 


8.6200b 

8.8482 

6.6195 

8.4278b 

3 

1 

2 

:t 

4 

7.9451 

7.945t 

7.9451 

8.8634b 

— 


— 

- 

1 1 II 

4 

5 

6 
7 


Auch diese /'Functionen kann man auf dieselbe Weise eontroliren 
wie oben, mul es erstreckt sich die Wirkung davon auch auf die zu r(6) 
und r( 7} gehörigen Functionen, obgleich X und X Null sind. Die ersten 
C.ontrolrechnungen stehen wie folgt 

Ar./[5.A7F)=-+- 0.07991 
N.f \ ,X)= — 0. t 487, N.ft 1 , A7/)= +0.0003, iV ./(I, A7V)=— 0.00 1 67 
fV ./[2, A)s= -»-0.26 1 7, iV ./(2.A7/;= — 0 .0471, A\/'2,A7F;= — 0.09790 
iy’./f 3,A')=— 0. 1 1 30, A'„./i.3,A7/}=-HI. 1 1 74, JV,./(3,A7F)=-l-0.00580 
X fy .f{ 4,A)= 0.0000, Af„./(i,A7/j=— 0.0706, A r i ./ii,A7F)=-»-0.0 1 382 

Sa. = 0.0000 Sa. = 0.0000 Sa. = — 0.00001 
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Der Beitrag , den die in Keile i 
cienlen der Endgleichungen liefert, 


r j 

IX JX i 

/.Y,.Y) 

IX,. XII 

{IX, XI r 

IX, XV | [IX, XVI} 

T 

4 

0.04167 

0.04167 

0.08334 

+0.0644 

•4*0.1433 

+0.1777 

—0.00018 
— 0. OSO 40 
— 0704~055 

+ 0.000*1! 
— 0.04439 
— 0.04 107 

+0d)Ö343 o. 
-0.00843 0. 
0. 


r 

j (XII, XII 

XII, XIV 

XII,. XV 

XII. XVI 

xii. wir xn, xviii 

4 

0.01000 

+ 0.04091 

+ 0.00408 

ft. 

—0.00435 1 0. 

3 

0.03980 

+0.00197 

— 0.07103 

ft. 

+0.00940 0. 

4 

0.01401 

| —0.00447 

—0.04 404 

0 . 

+ 0.04017 0. 


0.00447 

+0.02041 

—0. 11357 


+0. 04504 


r 

I XJV.XIV 

XIV, XV) 

XIV, XVI 

xiv, wir' 

{XIV, XVIII] 

XIV, XIX) 

r> 

0.0461 4 

—0.00767 

0 . 

+0.09064 

0 . 

ft. 

4 

0.04239 

+0.00343 

0 . 

—0.00881 

0 . 

0 . 


0.08853 

—0. 00444 


+ 0.08183 



r 

(X/ V,XX) 

(XIV, XXII 





5 

0 . 

0 . 





4 

1 0 . 

0 . 
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r 

(A'K.AKj 

(XV, XVI (AK, XVII 

(XV, XVIII) 

(XV, XIX, 

i.XK.AW) 

5 

0.0013 

0. I —0.0151 

0. 

0. 

0. 

3 

0. 1234 

0. —0.0158 

0. 

0. 

0. 

i 

0.4393 

0. —0.1434 

0. 

0. 

0. 


0.2840 

—0.1743 




r 

i.vr, xxn, 



_ — 


5 






3 

ifl 





t 

0. 





r 

XVI, XVI 

XVI, XVII [XVI, XVIII) 

XVI, XIX 

XVI, XX 

, A VI, XXII; 

8 

0. 

—0.00064 0. 

0. 

0. 

0. 

r* 

0.08333 

—0.05038 -0.08333 

+0.1 4)0 

-0.04167 

+0.02126 


0.08333 

—0.44102 —0 08333 

+0.1410 

-0.04167 

+0.02126 

■ 

!.\T II XVII 

(XV II, XVIII] [XVII. XIX) 

[XVII. XX) 

[XVII, XXII) 



0.3314 

0. 0. 

0. 

0. 


6 

0.0853 

+0.1410 t —0.2386 

+ 0.07050 

—0.03598 


l 

0.1 134 

0. 0. 

0. 

0. 



0.5601 

+0.1 44 0 —0.2386 

•4-0.07050 

-0.03598 


_r 

XVIII, XVIII 

XVIII, XIX) i XVIII. XX 
1 

XVIII, XXII 


6 

0.08333 

—0.1 410 j +0.04167 

—0.024 26 



r 

XIX, XIX) 

1 XIX, XX) [XIX, XXII) 




6 

0.2386 

—0.07050 j +0.03598 


r 

IXX,XX) 

XX, XXII | 

! 



0.04467 

— 0.02126 




7 

0.04)68 

-0.02425 





0.08332 

—0.0425) 




r 

[XXII, XXII) 





6 

0.01086 





7 

0.01086 






0.02172 

i 





Vergleicht man die vorstehenden Wcrllie der CoelTieienlen mit de- 
nen des Art. 18 , die ohne die Zerlegung der Slationsglcichungcn er- 
halten worden sind, so wird man eine so vollständige L'ebcreinstimimmg 
finden, wie die angewandten Logarithmen erlauben, obgleich die ein- 
zelnen Glieder, aus welchen jeder Coelficient besteht, oftmals sehr von 
einander verschieden sind. Die Anwendung der Zerlegung der Slalions- 
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gleichungen führt also auf dieselben Endgleichungen, die man be- 
koinint , wenn man diese Zerlegung nicht anwendet. Die Werlhe der 
Unbekannten dieser Gleichungen, die in der Abhandlung mit (/), {II}, (III), 
etc. bezeichnet wurden, sind also in beiden Fallen dieselben. 


21 . 

Um die Vergleichung der beiden Verfahrungsarten 'ollständig aus- 
zufuhren, ist noch nachzuweisen, dass auch die Verbesserungen z(r) der 
Richtungen mit einander Ubereinslimmen, oder wenigstens nur um eine 
constanle Grösse von einander verschieden sind. Zufolge des allge- 
meinen Ausdrucks 

«w = wm + (ir.iim + ivmiii) + «>«• 

bekommt mau aus dem Art. 17 

*(|’)= -0.04 l7(/X)-0. 0ti44(X)+0. 000 l(A7/)-0.0203(X/V)-0.0022(A'F) 
-0.026S(XV/)+0.0152(AT//)+0.0265(X47//)-0.0449(X/X) 
u. s. w. Um diese Gleichuugen Übersichtlich aufzustellen, will ich sie 
in dieselbe tabularische Form bringen die oben angewandt wurde. Es 
wird daher 



IIA) 

|A-J 

(.YWj (A/K) 

;at) 

(VI/) 

5(U = 

— 0.0 1 1 7 

— 0.0644 

+ 0.0001 —0.0803 

—0.0022 

—0.0265 

»(*)■= 

+ 0.0417 

+ 0.1133 

— 0.0204 —0.0620 

—0.0022 

— 0.0265 

= (•'*) = 


— 0.0367 

+0.0381 —0.0177 

-0.0654 

—0.0265 

5(4) = 



—0.0229 -0.015t 

+0.0844 

— 0.0265 

5 (51 = 



+ 0.0265 

—0.0041 

—0.0265 

5(6) = 



+0.0265 

—0.0044 

+0.0568 

5(7) = 



+ 0.0265 

—0.0044 

+0.0151 

ferner 

(A vti) 

(XV Ul) 

(XIX) | (XVj 

l.XXII) 


5(U 

+0.0152 

+0.0265 

—0.0449 



>*) 

+ 0.0152 

+ 0.0205 

— 0.0449 



5(3) 

+ 0.0152 

+0.0265 

—0.0449 



«(*) 

—0.066« 

+ 0.0265 

— 0.0449 



5(5) 

+ 0.0070 

+0.0265 

—0.0449 i 



5(6) 

—0.0439 

-0.0568 

+0.0961 —0.0417 

+0.0213 


5(7) 

+0.0265 

-0.0151 

+0.0256 | +0.0417 

— 0.0213 



Digitized by Google 




1 40 


P. A HaNSKS, 


wogegen der Art. 19 die folgende Zusammenstellung giebl. 



(/.Y) 

(Xi 

XII 

{XIV) 

„VT) 

XII) 

3(lj= 

—0.04 1 7 

— O.lllit 4 

+ 0.0001 

—0.0007 

—0.0051 



-4-0.0417 

+0.1133 

— o.n;o4 

—0.0424 

— 0.0054 


3(3 = 


-0.0367 

+ 0.0381 

+ 0 . 001 » 

—0.0086 


s 41 = 



— 0.0229 

+0.0045 

+0.081 1 


s( ! >) = 




+0.0401 

— 0.0077 


3 ( 6 } * 




+0.0401 

— 0.0077 

+ 0.0833 

3(7;« 




+0.0461 

—0.0077 

+ 0.0417 

frrner 

XVII 

Will 

XIX 

VA 

XXII 

' 

=(>) 

»(*) 

j(3) 

-*- 0 . miss 
+0.0088 
+n.»oss 






»(») 

— 0.07*10 






s( ; «) 

+ 0.0906 






»(«) 

—0.0504 

—0.0833 

+0.1410 

— 0.0417 

+0.0213 


3(7) 

+ 0.0201 

— 0.0H7 

+0.0705 

+ 0.0417 

— 0.0213 



Man erkennt leicht , dass dieses zweite System von Ausdrücken der : r 
mit dem ersten identisch wird, wenn man jeder Gleichung desselben 
die eonstanlc Grösse 

— 0.0196 (XIV) + 0.0032 (XV) — 0.0265 (XV/) 

•+ 0.0064 (XV//) -+- 0.0265 (XV///) — 0.0449 (XIX) 
hiuzufilgt Heide bis jetzt vollständig erörterte Verfahrungsarten fuhren 
daher auf identische Endresultate für die Ausgleichung eines Dreieeks- 
netzes. 


ii. 

Gehen wir noch, um möglichst vollständig zu sein, die übrigen im 
Vorhergehenden erklärten Zerlegungsarten durch. Um das Verfahren 
des Art. I 2 weiter auszufohren. haben wir zu berücksichtigen, dass die 
beiden letzten Unbekannten nicht die Richtungen (6) und (7) selbst, 
sondern die Unterschiede dieser mit der Richtung (5) sind, und diesel- 
ben Unbekannten in die Difterenlialquotienlcn der lledingungsgleichun- 
gen cinzufuhrcn. Es ist zu dem Ende nichts weiter zu tliun, als die 
Identitäten 

|(6) - (5)| + (5) = (6) , |(7) - (5)| (5) = ,7) 

aufzustellen , und diese stall (6) und (1, zu substituircu. Die Tafel des 
Art. 1 6 steht daher jetzt so. 
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r | 

log/Tr,/.Y) | 

1 log/“r,.Y) 1 

log/Tr,,Y//) log / r.XIV) 

j log/ r,.YK) 

log/Tr,.\T/) 

t 

.1 

4 

5 

(6) — i’äjj 
■)—(■<) 

8.6198« 

8.6198 

8.8?fi9n 
9.04:17 
8. 5935« 
7.4.443« 
7.4343 m 

8.3428« 8.0198« 

8.8795 7.4158 

8.3630« 7.7468 

6.109 « 8.6710 

8.8006« 

8.9371 

7.3504« 

8.9208 

8.6198 

r 

lopffr.AT//) 

log f r t XVM) 

| log f, r , SIS \OKfir,XXl 

| log/Vr,.Y\//; 


1 

— 

— 

z z 

— 


4 

1 8.91 29« 

_ 

— z 

I 


5 

8.9 t :to 

1 


— 


'<•>)- (5) 

9.149?« 

8.9?08n , 

9.1 492 8.6198« 

8.3278 


(7) -(5) 

8.848?« 

8,f.l98n 

8.8432 | 8.6198 

8.3278« 



Hie f Funeiionen lassen sich wieder eben so conlroliren wie die 
vorhergehenden, liier entziehen sieh jedoch dieser Controle diejenigen, 
die zu (6). — (5) und (7) — (:"») gehören, weil A” und A"' Null sind, und 
eine völlige Unabhängigkeit von den vorhergehenden Grossen stall findet. 


23. 

Der Beitrag, den heim gegenwärtigen Verfahren die in Rede 
stehende Station zu den Coefficienlen der Endgleichungen liefert . ist 
der folgende. 
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r 

[IX, IX) 

[IX, X) 

1 [IX, XII) 

[IX, XIV) 

I if.Y.AT) 

i IX, XVI) 

i 

| 0.04IU7 

j +0.0674 

0. 

0. 

i 

0. 

y 

| 0.04467 

+0.4 106 

: —0.02055 

—0.04167 

0. 

i # - 


Ö.Ö8334 

+ 0.1777 

—0.02055 

—0.04467 



r 

! [IX, XVII) 

| {IX, XV III) 

{IX, XIX) 

| (/.Y..V.VJ 

[IX. XXII ] j 

t 

0. 

1 0- 

0. 

0. 

0. 


2 

0. 

I 

0. 

I 0. 

! °- 


r 

(-Y..V) 

IX, XII) 

I (.V..V/I-) 

| (A..YK) 

I x.xrt) 

V, XVII 

i 

0.1082 

0. 

0. 

0. 

0. 

1 °- 

2 

1 0.2933 

-0.05*54 

— 0.4106 

0. 

0. 

0. 

:t 

0.0411 

—0.03964 

—0.0027 

+0.06593 

0. 

0. 


0.4428 

—0.09448 

—0.4 433 

+ 0.00593 


1 

r 

•x, sviii] 

J.V.A7.V) 

IX, XX) 

I.Y.X.Y II) 



4 

0. 

0. 

0. 

0. 



2 

0. 

0. 

0. 

0. 


i 

4 

0. 

0. 

0. 

0. 



r 

[XII, XU) 

[XII, XIV) 

(A7/.AF) 

{XII, XVI) 

[XII, XVII) 

XII, XVIII 

2 

0.04014 

H-O.OiOdä 

0. 

n. 

0. 

0. 

3 

0.03964 

+ 0.00272 

— 0.06593 

o. 

0. 

0. 

4 

0.04269 

—0.00287 

—0.0 4760 

0. 

+0.04503 

0. 


0.06247 

+0.02040 

—0.41353 


+0.04503 


u 

i.m.v/v 

XII, XX) 

(XII, XXII) | 

J 



II 

0. 

0. 

0. 





0. 

0. 

0. 





0. 

0. 

0. 




r 

ivir.wr. 

(.Y/r.ATj 

(A71\AT/) 1 

xiv, xvii) 

(x :n\xvni) 

; xiv, xix 

y 

0.04167 

0. 

0. 

0. 

0. 

0. 

•j 

0.04687 

— 0.00224 | 

0. 

+ 0.08181 

0. 

0. 


0.08854 

—0.00224 


+0.08484 



r | 

(A'/r.A'.V) | 

[XIV, XXII) 1 

i 

| 



o 

0. 

0. 





5 

0. 

0. 






(xr.xrj 

(AT..Y47) | 

(AT.AI//; 

(xv.xr/ri) j 

[XV, XIX; 

(XK..Y.V) 

3 

0. 1 1 36 

0. 

0. 

0. 

0. 

0. 

4 

0. 1 699 

0. 

—0.4 607 

0. 

0. 

0. 

5 

0.0004 

»• 

— 0.0436 

0 . 

0 . 

0 . 


0.2839 

1 

—6.4 743 
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r (.TK..VA7/) ! 



3 1 0. 

4 0. 

5 0. 




r j XVI, XVI) 

[XVI, XVII) 

XVI.XVIII (XVI. XIX 

XVI. XX 

XVI. XXII 

- (:»; -0.08333 

— 0.1410 

— 0.08333 I +0.1410 

—0.01167 

♦ 0.02127 

r j XV II, XVI! 

(.YI7/..YI7// ; 

xvii, xix j (xvii. XX) 

XVII. XXII; 


4 | 0.1607 

0. 

0. i 0. 

0. 


5 0.1607 

0. 

o. o. 

0. 


6)— '5)| 0.2380 

+0.14(0 

—0.2385 1 +0.07030 

—0.03599 


0.5000 

+0.1110 

—0.2385 +0.07050 

—0.03599 


r ^ XVIII, XVIII ) 

xi m. mm 

f X VIII. XX ) | ( X VIII, XXII 



;r.j— (5) 0.08333 

—0.1410 

+ 0.01167 —0.02127 



r I (A7.Y.A7.Y) 

[XIX. XX) 

XIX, XXII 



(6) — (5)1 0.238« 

— 0.07050 

+0.03599 



r f.Y.W.Y.Y; 

(xx, xxii: 


iß) — (5)j 0.04t 07 

-0.02127 




7)— (5)1 0.04167 

— 0.02127 




0.08334 

—0.04254 




r (XXII, XXII 

J ! 


(«) — (5)1 0.01080 





(7) — (5) j 0.01086 





0.02172 






Die Vergleichung dieser Werlhe mit den vorhergehenden durch andere 
Verfahrungsartcn erliallenen zeigt wieder die erwartete Ueberein- 
sliinmung. 


2i 

7.i ii Vergleichung der sich jetzt hnraosslellenden Ausdrücke der z'r) 
mache ich zuerst die folgende Zusammenstellung aus dem Art. 22, in 
weicher ich durch Addition des Ausdrucks für z(5) zu den beiden fol- 
genden die Ausdrllcke für 2(0) und i(7 erhallen habe. 
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(«) 

(V) 

l XII ) | (X/F) 

(XV) 

(VF/) 

*(<)- 
»(*)= 
3(31 = 

•<«)- 
*(5) = 
*16) = 
*m= 

— 0.041 7 
+ 0.0417 

—0.0671 

+0.1106 

-0.0394 

—0.0027 

— 0.0027 

— 0.0027 
-0.0027 

-0.0205 

+0.0380 

— 0.0231 
—0.0001 
—0.0001 

— 0.0001 

-0.0417 
+0.0026 
+ 0.0052 
+0.0 469 
+0.0469 
+0.0469 

—0.0632 

+0.0865 

-0.0022 

—0.0022 

—0.0022 

+ 0.0833 
+ 0.0417 

ferner 

(.VF//) 

(.VF///) 

(V/.V) 

(XX) 

VA II 


*(<) 

*(i) 

3(3) 

*(4; 

3(5) 

3(6) 
3 (7) 

-0.0818 

+0.0818 

—0.0592 

+0.0113 

—0.083.3 
— 0.0417 

+0.1410 

+0.0705 

—0.0417 
+ 0.0417 

+0.0213 

—0.0213 



Die Vergleichung dieser mit der ersten Gruppe von ähnlichen Gleichungen 
des Art. 21 giebt zu erkennen, dass beide Gruppen identisch werden, 
wenn man in der vorstehenden jeder Gleichung die Constante 
-I- 0 0027 (X) -+ 0.0001 ( XII ) — 0.0203 ( XIV) — 0.0022 (XV) 
— 0.0265(XV/) + 0.0152 [XVII) +- 0.0205 (XV///) — 0.0449 (X/X) 
hinzufUgt. Die hier behandelte Zerlegung fuhrt daher auf dieselben 
Werthe der Ausgleichung der Winkel des Dreiecksnetzes, wie die vor- 
hergehenden. 


25. 

Gehen wir jetzt zum Verfahren des Art. 13 Ober, und fuhren auch 
für dieses den zweiten Theil der Auflösung aus, so müssen wir vor 
Allem in dem Tafelchen der Differentialquotienten der Bedingungs- 
gleichungen statt der fünf ersten Richtungen selbst ihre Unterschiede 
mit der ersten derselben einOihren, wahrend die Unterschiede (6) — (5) 
und (7) — (5) unverändert bcibchalten werden müssen. Man erkennt aber 
leicht, dass die Einführung von (2) — (1), (3) — (1), etc. statt (2), (3), etc. 
die in der Tafel des Art. 22 angegebenen Werthe der q(rJX), q[r,X). 
etc. gar nicht ändert, und es kann also unter der Bedingung, dass man 
die neben der 1 angegebenen Werthe weghissl, diese Tafel ira gegen- 
wärtigen Falle wieder angewandt werden. 

Die jetzt anzuwendenden Hulfsgrössen sind zufolge des Art. 13 
die folgenden, 

Abhio'll. d. K. S. CeMlIifh. d Wiiieuuh. XIV. | Q 
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,f= +(9.4559),,*=- 


-(9.4881), ^' = +.9.0727), /t=0,(jt‘= 0 
■ (9.5145),}’" = + 9.6990),}’ =0,;''= 0 
<r=+(9.7i38),<)'=o,<y'= n 

/=0,t"= 0 


= +(9.5990) 


2.2.1) = (1.2711) , (5,5,4) = (1.0528) 

3.3.2) = (1.2969) , (6,6,5) = (1.2041 
(4,4,3) = (1.1957) , (7,7,6) = (1.0792) 

und liiemit ergeben sich die folgenden Werlhe. 


r 

log l'f.lX) 1 

log igr,.Y) 

log ij(r,.\7/) 

log T)[r,XIV) 

loglOvVP) | log ij(r,XK/) 

!)— 1 

0. 

0.4239 

9.6930« 

0. « 





- Ii 

9.1559 

9.4558« 

9.9557 

9.4559« 

0.2547« 1 

— 

1f- 1 

9.4881 

9.6771 

9.5571« 

9.4881» 

0.1380 

— 

> — 1 

9.0727 

9.8017 

7.230 « 

9.7237 

8.4031« 

— 


r 

logry f.XVIt) 

log t)(r,XVUI) 

log ij[r,XJX) 

log llr,XX) 

log «fr, XXII) | 

(*)-(*) 
l'3) — (1 ) 
(*>—(!) 
(51-1*) 

(6) _(5j. 

(7) — (5) 

0.2931« 

9.9658 

0.2284« 

9.9274« 

1 

J 

l °. M 

0.6990» 

» 

} 

0.2281 
9. 9271 

0. » 
9.6990 

- i 

9.7080 

9.4070« 

r 

log Q[r,IX j 

log 0(r,.v 

log Qlr.XU) 

log Q r.XiVi 

log (1 i-.AT, Ing Q r.XIVJ 

(2) — 'I 

8.7289 

9.1528 

8.4219« 

8.7289« 

| 

(3) -(Di 

8.(590 

8. 1 589» 

8.6588 

8.1590« 

8.9578» — 

1 - 1 

8.2924 

8.4811 

8.3614« 

8.2924« 

8.9429 — 

{»)--'* 

8.1699 

8. 8089 

6.177 n 

9.6709 

7.3503« — 

|G) — (5 

— 

— 

— 

— 

— 8.7959 

(7) - 5 

— 

1 1 

— 1 

— 

— 8.6198 

1 


r j \oftQlr,XVII log0.r,XI7//j IO(C(r,XfX' I log Qfr.X.Y logP(r.XXl/ 

'j-jjj; - ~ - Z 

) — ( 1 : 9.097 in - - 

) — fl 8.9130 ; — — — — 

i_! : Ü 9.0234« 8.7959« 9.024.1 8.7959« 8.5039 

_ öl 8.8182« 8.0198« 8.8482 8.0198 8.3278« 
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r 1 

log Kr, IX) 

log f(r, X) 

log fr, XII) 

log(|r,.YJK) 

\otf{r,XV) 

log /ir, ATI) 

(*)— (4)1 

8.9208 

9.2497 

8.3126« 

8.6196» 





3)-il 

8.6198 

8.4425 

8.5798 

7.4158 

8.8006« 


(4 -(1 

8.6198 

8.808K 

8.3627« 

7.7168 

8.9370 

— 

'»)-(! 

8.6199 

8.8089 

6.177 n 

8.6709 

7.3503« 

— 

'f, - 5) 

— 

— 

— 


— 

8.9208 

P ' — (*) 

— 

— 



— 

— 

8.6198 

r 

log f[r,XVU) 

lugflr.XKHf) 

logflr,.Y/.Y) 

logyir.XA) 

log/>,.Y.Y;/) 


*' — !*) 

(«)-(« 


— 

__ 

- 

— 


4 -(1 

8. 91 HO« 

— 



— 


»)-(« 

8.9130 

— 

— 


— 


’e —(5=1 

9.149?« 

8.9208« 

9.1492 

8.6198« 

8.3278 


(7) — («) 

8.8482« 

8.6198« 

8.8482 

8.6198 

8.3278« 



Die Bedingungsgleichung. durch welche in) Vorhergehenden die Werthe 
der f Functionen geprüft werden konnten, ist hier nicht anwendbar, 
da jetzt alle iY Null sind. 


26. 


Der Beitrag, den die Station jetzt zu den Endgleichungen liefert, 
steht wie folgt , zur Abkürzung jedoch habe ich die CoefBcienten , die 
unmittelbar Null werden , weggclassen. 


r 

(IX, IX) 

(IX, X) 

(IX, XII) 

(IX, XIV) j 


(*)—(«) 

0.08333 

-1-0.1777 

—0.02054 

— 0.04165 



r 

x ..Y 

(X.XII) 

(X.XIV) 

(x,xr> 



(*)—(«) 
(3) — (1 

0.4717 
— 0.0289 

— 0.05451 
— 0.03965 

—0.1106 

—0.0027 

0. 

+0.06593 



0.4428 

-0. 09416 

-0.1 133 +0.06593 

" r 

(XII, XII) 

(xu.xiv) 

(XII, XV) 

{XII, XV II) 



(*)-(•) 
(3) — (1) 

(*) — {«) 

0.01013 

0.03965 

0.01268 

0.06246 

+ 0.02054 
+0.00272 
— 0.00287 
+0.02039 

0. 

— 0.06593 

— 0.04759 
—0.11352 

0 . 

0. 

+0.04503 

+0.04503 



r 

(XIV, XIV) 

(XIV.XV) 

1 XIV, XVII) 




(*)—(«) 

(3)-!') 

0.04165 
0.0 4687 

Ö. 08832 

0. 

-0.00224 

—0.00224 

0 . 

+ 0.08184 
+ 0.08184 







10 • 
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Auch diese Coeflicienten stimmen mit den im Vorhergehenden auf ver- 
schiedene Arten Uberein,' und die Unbekannten der Kndgleichungen 
bekommen also wieder dieselben Werlhe wie vorher. 


Stellt man wieder die Gleichungen für die z(r) auf dieselbe Art 
zusammen wie vorher, so ergiebt sich. 
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(/.V! 

(•*) 

(m 

( XIV) 

(XV) 

(XVI) 

II 

n 

\ 

M 

+0.0833 

+0.1777 

—0.0208 

—0.0417 



zl 3)-* 1)- 

+0.0417 

+0.0277 

+0.0380 

+0.0026 

—0.0632 


S(t)— 3(1) = 

+ 0.0417 

+0.0644 

-0.0231 

+ 0.0052 

+0.0865 


3(5) — 3(l) = 

+ 0.0417 

+0.0644 

-0.0002 

+0.0469 

—0.0022 


3(6) — 3(1 . = 

+0.0417 

+0.0644 

-0.0002 

+0.0469 

-0.0022 

+0.0833 

3(7) —*(!) = 

+0.0417 

+0.0644 

—0.0002 

+0.0469 

— 0.0022 

+ 0.0417 

ferner 

(XVII) 

(Will) 

(XIX) 

(XX) 

(XXII) 


3(*) — 3(1) 

3(3)— 3(1) 

3(4) -3(t) 

3 5) — 3(1) 
3 (6) -3(1) 

— 0.0818 
+0.0818 
—0.0392 

— 0.0833 

+0.1410 

-0.0417 

+0.0213 


3(7) “3(1 ) 

+0.0113 

-0.0417 

-4-0.0 / 05 

+0.0417 

— 0.0213 



Die Vergleichung dieser Werthe mit denen der Arlt. 21 und 24 
bewirkt man dadurch, dass man in diesen die Gleichung fiirz(l) von 
allen übrigen abzieht; man findet vollständige Uebercinstimmung. 

28. 

Wenden wir uns endlich auch zu dem Verfahren, welches im Art. 

1 5 vorbereitet wurde, so müssen wir alle Diflerentialquotienten der Be- 
dingungsgleichungcn auf die Unterschiede (1) — (5), (2) — (5), etc. der 
Richtungen beziehen, und man findet leicht, dass dieses dadurch bewirkt 
wird , dass man im Täfelchen des Art. 1 6 die neben der 5 stehenden 
Zahlen sich weg denkt. Mit dieser Auslassung ist daher dieses Täfelchen 
jetzt anzuwenden. 

Dio Hülfsgrössen , die aus dem Art. 1 5 zu entnehmen sind , sind 
die folgenden. 

-»-(0.4559), «"=+(9.6021), «“=+(9.6990), «’=0, «‘=0, «' =0 
(*"=+(9.6021), (*“=+(9.6990), (*”=0, ( *'=0, (*“=0 
,<”= + (9.6990), / = 0, y' = 0, y“=0 

<r=o, <y=o, <r=o 

/=(), e =0 

£”= +(9.6990) 

(1.1) = (1.2711) , (4.4,3) = (1.0792) 

(2.2.1) = (1.2341) , (6,6,5) = (1.2041) 

(3.3.2) = (1.2322) , (7,7,6) = (1.0792) 
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vermittelst welcher die folgenden Werthe erlangt werden, 


log «(r.X/f) log q[r,XIV] log ij(r,AK; Ing j|fr,.VK/) 


I) — (5) 1 0. « 0.2071« 

— (5)j 9,8509 0.3412 


0.3412 | 9,6930« 0. n I — — 

9.7967« 9.9275 9.602(n 0.2547« — 

— 9.4391« 9.6990« 0.0274 — 

— i — 1 — I — 9.6990 




(«)-(»)! 
i:-( 5]! 
(3 - 5 

.»}-(#) 

/ — (!>. 

_ ! 

0.2931« 

0.2284« 

9.9274« 

0. n 

9.6990« 

0.2284 

9.9274 



0. « 
9.6990 

9.7080 

9.4070« 


r 

log Q(r,IX) j 

log Q[r,X) 

log Qr.XII, | 

logpir,.W> 

( log Or.Alj 

log Qr,XVl) 

(«)-(*) 
( 3 ) -(«) 

(4| — {51 

(6) “(5) 

( 7 ) -(*) 

8.7289« 

8.6198 

8.9360« 

9.(071 

8.5645« 

8. 4589« 
8.6953 
8.3599« 
~ 1 

8.7659« 

8.3699« 

8.6198« 

9.0223« 

8.9482 



8.7959 

8.6198 


r 

log Q r.XVir, 

log Q(r, XVIII 

log QrXIX; 

logp'r.XX*} 

log Qir.XXIl) 

[ 

-(5; 

— (S) 
-(5) 

— (5) 
-») 

— (51 

9.2139« 

9.0243« 

8.8482« 

8.7959« 

8.6(98« 

9.0243 

8.8482 

8.7959« 

8.6198 

8.5039 

8.3278» 


r 

log rr.lX) 

; log/Tr.V; 

log ftr.XU)' 

log/lr,.\/K) 

lo*/tr..\T| 

' \ogf\r,XVr, 

1 - 5| 
(*-(6) 

(3) — (5) 

4 — (5) 

:'G) — lö; 
(7) -(5) 

8.6(97« 

8.CI97 

8.8090« 

9.0542 

8.5645« 

6.176 
8.3094« 
8.581 4 , 

8.3599« 

8.6709« 
8.9471« 
8. 6461« 
8.6198« 

7.3522 
7.3522 
8.7848 n 
8.9482 

8.9208 

8.6(98 
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r lug fr, Wlf log/r,AI7//; log /fr, A/A | log/ i.AA ^ log/ r,AA7/ 


(!}— (5)! 8.9199» 

1 



* 

- . 

2 — (S)j 8.9129n 

— 

— 

— 

— 

3, — (5 8.9129h 

— 1 

— 

— 

— 

1 —(5)1 9.2139h 

— i 

— 

• 

— 

G. — 5)1 9.4492h 

8.9208h 

9.1492 

8.61 98n 

8. 3270 

‘7; - 5' 8.8482« 

8.6197h 

8.8481 

8.6197 

8.3276h 


Auch hier ist die oben angewandte Bcdingungsgleicluing zur Con- 
trole unwirksam. 


29. 

Der Beitrag zu den Coefficienten der Endgleichungen steht jetzt so. 


r 

i IX, IX 

(/.v..v: 

(/.Y..Y//I 

(IX, XIV) 

I (/.Y..Y1, 

IX.XVII) 

{«)-(*) 

W-(») 

0.01166 

0.04166 

-»-0.0641 
+ 0.1 133 

— 0.00015 

— 0.02039 

+ 0.01687 
— 0.08854 

- 0.00225 

+ 0.00225 

+ 0.08182 

— 0.08182 


0.08332 

+ 0.1777 

— 0.02054 

— 0.01167 

0 . 

0 . 

r 

(-V..V; 

i.V,A7 /; 

tx.vin ! 

AVI 

i (X.XVII) 


(«)- 5 

(2)— 5; 
(3t- 5; 

0. 1 038 
0.3007 
0.0383 

— 0.00021 
— 0.0544 1 
— 0.03980 

+ 0.0755 
— 0.2350 
+ 0.0162 

— 0.00363 
+ 0.00597 
+ 0.06357 

+ 11. 1318 
— 0.2172 
+ 0.0851 



0.1128 

— 0.09115 

— 0.1133 

+ 0.06591 

0 . 


r 

- . 

(XII, XU) 

[XII, XIV) 

v,, - v " | 

(XII, XVII) 



; 2>— (ö; 
< 3 ;— 5 
(*!-{*) 

0.01006 

0.03980 

0.01260 

+ 0.04366 

— 0.04620 

+ 0.02293 

— O.OOltl 
— 0.06357 ! 
— 0.01883 

+ 0.04035 

— 0.08538 

+ 0.09001 




0.06246 

+ 0.02039 

— 0.1 1351 

+ 0.04501 



r 

[XIV, XIV: 

XIV, XV) 

(XIV, XVII) 




(8) -(5) 

0.08854 

— 0.00225 

+ 0.08182 




r 

■XY.XV) 

[AT,.YI//| 



_ 

(3i — ( ö; 
(*)-(*) 

0. 1 095 
0.1743 

+ 0.1471 

— 0.3214 






0.2838 

— 0.1743 





^7 1J1 

ixvi,xri] 

(XVI, XV II) 

' xvi, xviiij 

(XVI, XIX) 

!AT/,.Y.Y) 

(xvi, xxii) 

(6) -!») 

0 . 0833 a 

- 0.1110 

— 0.08333 

+ 0.1110 

- 0.01167 

+0.02126 
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r ixvii.xvid 

(XVII, XVIII) 

IX VII, XIX-, 

[XV II, XX) 

[XV II, XX n, 


!*) — (5) 
(•)-(») 

0.321 4 
0.2386 

0. 

-*-0.1410 

0 . 

— 0.2386 

0 . 

+ 0.07050 

0 . 

—0.03597 


0.5600 

+0.1410 

— 0.2386 

+0.07050 

—0.03597 

r 

(XV III, XV III: | {XVIII, XIX) 

[XV 111, XX) 

[XVIII, XXII) 



(«)-(») 

m 


+0.04167 

-0.02126 



r 

{XIX, XIX) 

[XIX, XX) 

[XIX, XXII) 




(6)- (8) 

0.2386 -0.07050 

+ 0.03597 



r 

(XX.JU) 

[XX, XXII) 





6) -SS) 
(7) -(5) 

0.04167 

0.04167 

— 0.Ö2I26 
—0.02126 





0.08333 

-0.04252 

ln 







lUHÜI 


■ 




™ ^ 



Hier haben wir wieder dieselben VVerthc erhalten wie vorher, und 
es werden daher auch jetzt die Unbekannten der Endgleichungen die- 
selben Werthe erhallen wie vorher. 


30 . 

Die Zusammenstellung der Gleichungen für die z(r ) ist jetzt 




W 

[XII) 

(XIV) 

■Vf, 

( XVI) 

3 (1 ) s (5) = 
»(* )-*(»)- 
*(3)-»(5) = 
,(4)-*(5) = 

«(•-«[»)- 
3(7) — 3 ( 5 ) = 

— 0.0417 
+0.0417 

-0.064 t 
+0.4 133 
— 0.0367 

+0.0001 

-0.020t 

+0.0384 

—0.0229 


+0.0022 
+ 0.0022 
— 0.0609 
+0.0888 


ferner 

[XVII} 

(XVIII) 

[XIX) 

[XX) 

(XXII, 


3 ( 4 )— 3(5) 
3(2)— 3 5) 
3(3) — 3 ( 5 ) 
z(4) — *(5) 

z 6) — s (5 1 
z(7) — s(5; 

—0.0818 

—0.0818 

-0.0818; 

—0.1636 

—0.1410 

-0.0705 

—0.0833 

— 0.0417 

+ 0.1410 

+ 0.0705 

—0.0417 

+0.0417 

+ 0.0213 
—0.0213 
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deren Vergleichung mit den vorhergehenden ähnlichen Zusammen- 
stellungen auch vollständige Ueberoinslimroung zeigt. 


31. 

Im Vorstehenden ist zur Gnilgc gezeigt worden, dass die Zerlegung 
der Stationsgleichungen in zwei von einander unabhängige Systeme, 
wo dieses möglich ist, ganz ohne Einfluss auf die Endresultate ist, und 
die ausgeglichenen Werthe der Beobachtungen dieselben werden , wie 
in dem Falle, wo diese Zerlegung nicht angewandt worden ist. Es fragt 
sich hierauf, ob die Anwendung dieser Zerlegung in praktischer Be- 
ziehung rälhlich ist, und diese Frage muss entschieden bejaht werden. 
Denn durch die Durchsicht des im Vorhergehenden ausgefuhrlcn Bei- 
spiels findet man, dass die Rechnung mit Anwendung der Zerlegung viel 
kürzer ist, wie ohne dieselbe, und dieses muss in jedem Falle eiotrelTen, 
da durch die Zerlegung immer eine Anzahl der sonst erforderlichen 
Hulfsgrössen Null werden. Die beiden ersten Arten der Zerlegung sind 
vorteilhafter wie die beiden letzten , schon wegen der Bedingungs- 
gleichungen die bei jenen statt finden. 


Sappl. 6. Ableitung der Bedingungsgleichungen in be- 
sonderen Fällen, mit Beibehaltung der im Vorhergehen- 
den stets angewandten Form derselben. 

i. 

Das jetzt zu betrachtende Dreiecksnetz soll das durch die folgende 
Figur dargestelllc sein. 
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l.'.i 


(•) 



ft) 


\\ ir haben hier sechs Dreieckspunkte oder Stationen, die durch die 
Zeichen (1), (2), (3). (4), (5). (6) angegeben sind, und es soll angenom- 
men werden, dass auf der 


Station (1) die Richtungen 

4, 2, 

bez. nach (3), (2) 

- (2) - 

- 

1, 2, 3, 4 

- - (1), (3), ( 4 ), (3) 

- (3) - 

- 

1, 2, 3, 

- - (*). (2). (4) 

- (*) - 

- 

1, 2, 3, 

- - (5), (2), (3) 

- (5) - 

- 

1, 2, 

- - (2), (4) 

- ( 6 ) - 

- 

4. 2, 3, 4, 5, 

- - (4)i (3), (4), (5), (2) 


eingeschnitten worden sind, wie in der Figur angedeutet ist. Es können 
immerhin von den Stationen (1), (2). (3), (4), (3) noch mehr Richtungen 
eingeschnitten worden sein , die aber fiir den jetzigen Zweck nicht be- 
achtet zu werden brauchen. Feste Annahme ist aber hier, dass keine 
Richtung nach der Station (6) eingesehnilten worden sei , hingegen von 
der Station (6) die Richtungen nach allen anderen Stationen eingesehnilten 
worden seien. Es fragt sich jetzt nach den ßedingungsgleichungeu, die 
unter diesen Umstanden das Vorhandensein der Station (6) liefert. 
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2 . 

Es isl sehr leicht zu linden , dass die Station (6) in diesem beson- 
deren Falle nur zwei Bedingungsgleichungen liefern kann , und dass 
diese Seitengleichungen sein müssen. Um diese zu erhalten führe ich 
zuerst die IlUlfswinkcl (6) (3) (1) = x und (6) (2) (1) = y ein, die auch 
in der Figur angedeutet sind, worauf die Dreiecke (1)(3)(6), (1)(2)(3), 
1)(2)(6) die folgenden Gleichungen geben 

(<)(•) sin x 

"!•)(*) »in ((*],-(»),] 

t«>(») sin [(«)»- (<)»] 

(«IUI »in [(*!,-(*)») 

(0(1 _ »in [(«)»-(»)»] 

(»)(•) »in y 

aus welchen die Bedingungsglcichung 

, »in.r »in [ «)»— (»1. 3 » in[(l)s — 

— sTnü sin [(»),- (•),] sin [(*)«-(*)•] 

entspringt, die aber die beiden nicht beobachteten Winkel x und y 
enthält. 


3. 

Eine zweite Bedingungsgleichung ergiebt sich aus den Dreiecken 
(3)(4)(6), (2)(3)(4), (2)(4)(6), und zwar erhält man zuerst die Gleichungen 


(»i «) 

»in [(»)»- (<)»—*] 

!•){*) 

sin [(»],-:»«! 

(»)(«) 

. »<» [(»)»-(!)»] _ 

{!)(« 

»in [(*)»-(«)»] 

(«)<♦) _ 

»in [(8j«-!»)g] 

(*)(•) 

sin s 


wo der Hülfswinkel z = (4)(2)(6) ist, und hieraus 

. »in [(»)»-(>)»] »in [(.l|»-«J»— »i «■" ((»)»- t»)«l 

sin 1 sin [(!)»- (')»] sin [(•)«— [*)«] 

in welcher die nicht beobachteten Winkel * und z Vorkommen. 


4. 

Eine dritte Bedingungsgleichung gewähren die Dreiecke (4)(5){6), 
(2)(4)(5), (2j(5)(6), nemlich zuerst, nachdem die Winkel (5){4)(6) = «, 
und (6)(2)(5) = w gesetzt worden sind, die Gleichungen 


(*>(•) 

sin u 

i‘)l») 

sin [:«)»- (•),] 

(*>(*) 

»in [(»)»— |»)i1 
sin [ » «— :<)«] 

<*)(«) _ 

sin [(5j»-(t),] 

(*)(•) “ 

sin w 
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und hieraus 

I _ »in u sin [!«) S -(») 2 J »ip [(«)»-!♦)»] 
sio w «in [(*) 4 — («)«] sin [iv, ,-(»)«] 

aus welcher wieder die nicht beobachteten Winkel u und w zu elimi- 
nircn sind. 


5. 

Für die Elimination der cingcführlen nicht beobachteten Winkel be- 
kommen wir aus der Figur die folgenden Gleichungen. Das Viereck 
(1)(2)(6)(3) giebt 

360" = j + i + (2), - (I), +- (2), - (5)« 

Das Viereck (2)(5)(4)(6) giebt 

360" = « -I- » (2)s — (1), (5), - (3), 

und der Drcieckspunkt (2) giebt 

z + y — (3)j — (1) 2 
» ■+■ y — (*)j — (>)i 

und hieraus bekommt man 

y = (1). - (2), + (5)» - (2)s - X 

2 = (2)i - (1), -f- (3)-i - (1) 2 {2)n - (5), +■ s 

ui = (2)i — (l)i + (4 ) 2 — (1)j ■+■ (2)« — (5)« -f- x 

u = (!),- (2), + (<),- (4) 2 -h (4)s - (2), (3). - (2)» - * 

oder wenn man noch das Dreieck (3)(4)(6) zuzieht, 

u = ISO" ■+. (3), — (I):, -+- (3) 4 — (1) 4 + (3)« - (2)* — .r 
welcher Ausdruck etwas einfacher ist , wie der vorstehende. Die Sub- 
stitution dieser Ausdrücke in die vorher gefundenen Bedingungsglci- 
chungen bringt diese auf die folgende Form, 

4 _ »in X »ln [(»)»- («)il »in [ («)»-( »)»] 

»in sin [’(»)»-(*)*) sin [1*)«-(0»1 

I »I» [(»)«— (>)j »I n [(«)»-(<)» —»] «tu [(»)« -(»)«] 

»in £(*),-<<), + («)»-(<)»+(*)»'- »in [Hl 3 -(0al «in [{*)»-(*)«) 

I _ «in ; i t > - » t + » „-'3 sin [(«;,— m»; »m [;s;e— (*inl 

sin [(*Jt — (<)i + (A)»— (*}»+{*}«— (5)«+®] sin {(ft)«— (<)»] »in [(*)»—(*)») 

in welchen nur noch der nicht beobachtete Winkel x vorkomml , nach 
dessen Elimination sie zwei von einander unabhängige Bedingungsglei- 
chungen bilden. Die Elimination von x ist zwar möglich aber umständ- 
lich , auch würde sie die Form der Gleichungen gänzlich verändern. 
Diese Elimination ist aber auch überflüssig , denn man kann die Glei- 
chungen in ihrer vorstehenden Form bequem anwenden. 
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C. 

Dio Auflösung der erslen Gleichung nach x giebt 

. sin (»);,] sin [f*i„ sin [!»),-(*), + (»),- (»),.] 

” I sinniij-ii)..] sin Vj I ' 

)+«in [(»);,- (*)J sinf(*) 6 -{<)«] co»[(i|,-(*),+(»),-(I)d ( 
woraus man durch Hülfe der beohachtclcn Werthe der betr. Richtun- 
gen den Werth von x erhalt. Die Substitution dieses nebst den Werllien 
der betr. Richtungen in die zweite und dritte Gleichung giebt die Werthe 
der beiden dazu gehörigen F( ). Differenliirl man feiner alle drei Glei- 
chungen auf dieselbe Art wie in der Abhandlung gezeigt worden ist, und 
dividirt die erste Differentialgleichung durch den Coefficienlcn von Ar, 
so bekommt man diese Variation ausgedriickl durch die Variationen der 
beobachteten Richtungen, die in der erslen Gleichung Vorkommen. Durch 
Hülfe dieser Gleichung kann man aus den beiden anderen Differentialglei- 
chungen dir climiniren , wodurch sich die beiden von einander unab- 
hängigen Bedingungsgleichungen der Aufgabe, ausgedriickl durch die 
Variationen der beobachteten Richtungen ergeben. 

7. 

In dem im Vorhergehenden betrachteten Falle entstanden zwei von 
einander unabhängige Bedingungsgleichungen durch die beschriebene 
Rinftlhrung des Punkts(6), und überhaupt werden, wie leicht einzusehen 
ist, w — 3 solcher Gleichungen Vorhandensein, wenn von diesem Punkte 
aus die Richtungen nach in Dreieckspunkten eingeschnitten worden sind. 
Alle diese Gleichungen werden eben so. wie im Vorhergehenden ge- 
zeigt worden ist, erhalten. 

Nehmen wir jetzt an, dass der Punkt (6) in einem bereits fertigen, 
ausgeglichenen Dreiecksnetze eingeschaltet worden ist, so kommen wir 
auf die Ausdehnung der Pothenot’sclien Aufgabe auf den Fall, in welchem 
man von Punkt (6) aus eine grössere Anzahl von Richtungen einge- 
schnitten hat, als zur Auflösung dieser Aufgabe hinreichend und noth- 
wendig sind. Die Bcdingungsgleichungen sind in diesem Falle dieselben 
wie oben, nur kann man jetzt nicht die Variationen der von den anderen 
Punkten aus beobachteten Richtungen berücksichtigen , sondern muss 
sich begnügen nur die vom zu bestimmenden Punkt aus beobachteten 
so auszugleichen . dass die Summe ihrer Fehlerquadrate ein Minimum 
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wird. Wie dieses bewirkt wird ergiebt sich aus dem Inhalt der Abhand- 
lung von selbst , und braucht daher wohl hier nicht naher erörtert zu 
werden. 



Hier wird angenommen , dass zwar von den Punkten (5) und (6) 
aus alle Übrigen Punkte der Figur eingeschnitten worden sind, aber von 
diesen die (5) und (6) nicht. Es sollen daher auf der 
Station (I) die Richtungen I, 2, bez. nach (2), (4). 


(*) - 

- 

1, 2, 3, 

- - (3). (t). (1) 

(«) - 

- 

1, 2, 

- - (*). (2). 

(4) - 

- 

1, 2, 3, 

- - (<). (*). (»}. 

(5) ' 

- 

1. 2, 3, 4. 5. 

- - (1). (2), (6), (3), (4). 

(6) - 

- 

t, 2, 3. 4. 5, 

- - (1), (2), (3), (4). (5). 


als eHigeschnilten gedacht werden, gleichwie in der Figur angedeutet ist. 
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9. 

Da die Punkte (5) und [6) unter andern durch die Messung der 
Winkel 

mm = (3) s - (2):. . (6)(5)(4) = (8)j - (3), 

(5)(6)(2) = (2)s - (5), , (S)(6)(4) = (5)« - (4). 

vollständig bestimmt sind , so folgt dass, abgesehen von sonstigen Be- 
dingungsgleichungen , die die Figur darbieten kann , die vorhandenen 
Beobachtungen von den beiden genannten Punkten aus vier von ein- 
ander unabhängige Bedingungsgleichungen liefern müssen. Diese lassen 
sich auf ähnliche Art wie in der vorhergehenden Aufgabe aufstellen. 


10. 

Die Dreiecke (4 )(2)(5), (1 )(2)(4), (I )(4'(5) der Figur geben zuerst 

(4)(fi) sinx 

(9(*r — k*)5-(i)s] 

Bit») _ »ii»iw«-(t)«l 
(«)(»> «tu ((!),-(*),] 

(«)(«) _ »io [(<)s— Wal 

(<)(») siny 

und hieraus ergiebt sich 

■ »in j » io [(«?4— (*)«3 *ln |]lh-'8;-,l 

sin y »in [<«)*— :»)*] sin [(!)»— [t)»l 

wo x = (1}(2){5) , t/ = (4 )(4)(5) zwei nicht beobachtete Winkel sind. 


14. 

Die Dreiecke (2)(3V5) , (2)(3)(4), (3)(4)(5) geben die folgenden 
Gleichungen 

( »)(«! _ 

!*)(*) — sin [(«),- (l)sl 

Uli») »in [(»}«— ;»)«) 

{!)(«) Hin i(*)a— {«)*] 

CK«) __ »in [;si 5 — :v. a | 

(»!(») — sin [(!)«-, !),-,] 

und hieraus erhalt man 

I sin jt,i— xj sin -;:» 4 — i ,j sin a) 

sin | 3 4 — \ 4 —}j) sin i I «] sin 4 j- i , 

wo x und ij tlieselbo Bedeutung halten wie im vor. Art. 
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12. 


Die Dreiecke (1)(2)(6). (I)(2)(4), (1)(4)(6) geben die folgenden 


Gleichungen 


(»1«) _ «in [jl)i— («)»— »] 

<«)(«) — sin [(*),— <»)«) 

[>»)«— 

(«)(♦) ~ sin[(l) a -(»y 
(«VC*) _ si n lf«)»— («; e ] 

(!)(«) sin|(«) 4 -(l),-u] 


und hieraus 

. »inf(») t — (I)»— »1 »in|l»)«— (<i>I sin (l ) B — («)al 

1 sio l(») 4 — («)* — n] »in [(»)* — C*)a] •*«» (*)• — < s )«l 

wo wieder : == (3)(2)(6), u = (3)(4)(6) zwei nicht beobachtete Winkel 
sind. 


13. 

Die Dreiecke (3)(4)(G), (2}(3)(4), (2)(4)(6) geben 

(!){6) ninio 

W(*F »in l(4j e — (8;,] 

<»)(«) __ Mn [(«jg— (<)«] 

(*)(«) — *iu[(*)»-(')«l 

(«)(«) «in l(»ia— («>cl 

(♦)(•) — «in [(*)»— (1)»—«) 

und hieraus 

, sinui »in[(tja— (l)J «in [(«) « — (♦)«] 

' «in[(*jjHI)j-«l «in [(«)»-(!)>] «in((*)o— !>)el 

wo z derselbe Winkel ist wie im vor Art. und «> = (4)(3)(G) ein hinzti- 
gekomniener nicht beobachteter Winkel ist. 


14. 

Die Dreiecke endlich (2)(5)(6). (2)(4)(5), (4)(5)(6) geben 

(SH«) »*n|(»)j— (l)a— J — «) 

(«)(sf »in [(*)«-(»)«) 

(•!(*) _ «tn|(«l 4 — (*,'«—»! 

{•)(*) «in (!«)»— («)»-*! 

(«)(») _ »in ;n ) 8 -(< )a! 

(*)(•) «in [(»)«— (« )«—»—«! 

woraus 

. »In Hl)»- («)» — »— «1 «in [(» )«-(!)«— » ] sin ((») «— (*) «] 

1 — sin a*| 4 - (<)»-!/-“] sinj.aic— :r,; e | 

hervorgeht , und die Winkel x, y , z, « dieselben sind wie im Vorher- 
gehenden. Hiemil sind die Bedingungsgleichungen erschöpfe 
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15. 

Um die eingeführlen , nicht beohachtelen Winkel als Functionen 
von x darznstellen , dienen die folgenden Betrachtungen. Das Viereck 
(1)(2)(5)(4) giebt 

360" = i + j + (2), - (1), + (2), - (5), 

Das Viereck (2)(3)(4)(6) giebt 

360" = w -t- * (2)j — (1)n -t- (4)« — (2 )k 

Das Dreieck (2)'5)(6) giebt 

180" = (3)i ~ ( 1 — x — z -t- (3)j — (2)s -t* (2)« — (5)ß 

und das Dreieck (3)(4)(6) giebt 

180» = u-h w (4)« — (3) b 

Durch die lüliniination erhalt man hieraus 

y = (I). - ( 2 ). + ( 5 ) s - ( 2 ), - X 

* = 180» - 1 - (3), - (l >2 -+- (3) s - (2):, - 1 - (8> - (5), - .r 

,, = 180" - (3)2 -I- (1)2 - (2) 3 -I- (I):. - (3);, -h (2} s - (4)„+(5)»-t-x 

«'= (3)2 - (1 )i -t- (2) a - (1)a + (fy - (2)s •+• (3) 6 - (5 ) b - x 


16. 


Löst man nun die Bcdingiingsglcichung des Art. 10, nachdem 
darin der Ausdruck für ij substiliiirt worden isl, in Bezug auf x auf, 
und subsliluirt auch die oben erhaltenen Ausdrücke der ij, z, 11 , w in die 
Bedingungsgleichungen der Artt. 11, 12, 13, 14, so erhält man 

sin |( 3 ,j— {ij»] »i»|(*)j— (i)sl »in l(t)i— !*)i + (*)»— (•)»] 

* tsin [(*)»— (l)il »in t(l)a — (*)»1 + I 

>sin |(a 2 -(»)j] sin [(l)s— (l)i) c««t(l)i-(*)i+(%-(») s ) ( 

. _ «tn[;»)i— (l)i — «1 »In |(»},- (»Ij «Iw tw» — (♦)»! 

sin|(*)l-(»)i+(»)4— (')«•*■ i»)s— t»Ä+*l 8in K*)«-(Dt) »tn|T*)»— t*)«J 

| _ »in [(»)»— |«) y» («)»-(»)»— j] »in |(«j«— (l)«l «i« l|i}e— (*)» 1 

»inii*j| — <«;, *,«-;• n+'Ci sin wn ,(»..»- 15 !*| 

| _ »inH»;a-;i) 2 +[l.' 3 -;iiaa-(» ; s -;« r c~i „-.1- »in[Wi- (i)t| » in ||l) t — (>y 
sin [(*)*— (*i»+(*)s— (»)*+(*)•— (*)«—») *<»i!*tt-ti)»l»i»i!*.»- *)«] 

I sin[(»!5— (l)s+(i;s- !5,«]_»fn:il i — ü', + 11,»— (I *+{»15 — sin f — t*]«] 

sin [(»)5 -(*)s+(B « — (i ;«! »in (ij*— x]" slo (#)if 


die vier von einander unabhängigen Bedingungsglcichutigcn gleich 
kommen, und in der Anwendung eben so behandelt werden müssen, 
wie die ähnlichen der vorhergehenden Aufgabe. 

Ablt.indl. d. K. S. Gntvlltcb. < 1 . Witiriitrli. XIV« | | 
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17. 

Wenn auf diese Art in einein bereits ausgeglichenen Dreiecksnetze 
zwei Punkte eingeschnitten werden , so fallen in den Differentialen der 
Bedingungsgleichungen wieder die Variationen der von den Punkten 
1 . 2, 3, 4 aus beobachteten Richtungen weg , und man kommt auf den 
Fall, in welchem bei der Anwendung der Aufgabe, die ich in den Aslr. 
Nadir. U. XVIII gegeben habe, man sich mehr Data verschafft hat, wie 
hinreichend und nothwcndig sind. Da die weitere Behandlung theils 
aus dem Inhalt der Abhandlung folgt, theils auf andere Alt von mir 
a. a. 0. ausgefuhrl worden ist, so braucht sie wohl auch hier nicht 
erörtert zu werden. 


Suppl. 7. Berichtigung eines in der Abhandlung 
vorkommenden kleinen Misgriffs. 

Im Art. 1 49 wird gesagt, dass für in = oo der mittlere, und der 
wahrscheinliche Felder einer Beobachtung Null werden. Dieser Salz ist 
dahin abzuUndcrn, dass bei stets wachsendem in die Werthe der Quo- 
tienten " und " nach einer und derselben Grenze hinstreben. Diese 

m — n m 

Berichtigung bat übrigens keinen Einfluss auf die in der Abhandlung 
folgenden Schlüsse 
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Sappl. 8. Berechnung der ./(/-,/), , etc. und der 
(l,M), etc. ohne Zuziehung der r t (r,I), , etc. 


ln der Abhandlung habe ich gezeigt, dass man die Coefficienten 
der Kndgleichungen auf vier von einander verschiedene Arien berechnen 
kann. Zwei dieser Arien beruhen auf der Zuziehung der tj(r,l ), , etc., 
und die zwei anderen sind von diesen Grössen unabhängig. Zur Be- 
rechnung der , etc. und der ( I.M ) , etc., welche letzteren bei der 
Bei •echming der Gewichte Vorkommen , habe ich schliesslich nur Ein 
Verfahren, bei welchem die »/(r,/), , elc. gebraucht werden angegeben, 
während die Abhandlung hiefilr schon ein zweites Verfahren enthält, 
welches von diesen Grössen unabhängig ist. Dieses soll hier ausgehoben 
werden. 

2. 

Zur Berechnung der Coefficienten der Endgleichungen ohne Zu- 
ziehung der braucht man die unbestimmte Elimination der Sta- 

tionsgleichungen, wie man gesehen hat, nicht ausgeführt zu hahen , will 
man aber auch die , etc. und die (I.M), elc. ohne Anwendung 

jener Grössen berechnen, so muss vorher jene unbestimmte Elimination 
ausgcftlhrl worden sein. Ich mache daher den Anfang damit die Aus- 
drücke der Coefficienten dieser anzusetzen, die ich aus dem Art. 37 der 
Abhandlung entnehme. Bezeichnet man diese Coefficienten, um Ver- 
wechselungen vorzubeugen, mit j 1,2} , etc. j 2,2 } , etc. etc. und 

lässt die Glieder weg, die zufolge des »ersten Verfahrens« immer Null 
werden, so gehen die angezogenen Ausdrücke in die folgenden über. 

M.U 

|l,2j = 0 

H.*l - 0 

etc. 

Ahhundl. d. K. S. <Jetu , ll*rb. d. \Vii«n«fh. XIV. 1 I* 
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12.2! =ii£r,+ 

+;£.j r + 

12.3! = 

Ä ' + 

12.4| = 

£ - 


•2,5} = 

>2,6! = 


etc. 


13.3! 


' . 

/" 


■/' 

-4- 

y 


iM.t 

(4,4.3, 

y 

■*" (3,5,1 ^ 

6,6,5) 

13.4! 

= 


r . 

14,4,») 


+ & ^ 

-t- 

_y _ 

(6,6.5) 

{3,5} 

== 




V* 

{5,5,44 

-t- 

/ 

6,6.5; 

13.C! 

= 






J_ 

(6,6,5 

etc. 







etc. 

14.4j 


' , 

J ' 1 

/r 

+ a.M, <>' 

-+- 



(*,Mi 

(5.5,1; 


1MI 

= 


(T 

(5,5,1) 


rf' » 

HK fjTjTr * 

(6,6,5) 

+ 


IMJ 

= 




«r 

(6,6,5) 

-h 


etc. 





etc. 



18.5! 

= 

- - {- 

(5,5.4) ^ 

t’ 

(fl, (5, 5) 


-+- . . 



15,6! 

= 


** 

16,6.5,1 


-4- ■ . • 




etc. etc. 


! 6 ’ 6 ! =,J. S! +--- 

etc. 


etc. 

die man beliebig fortsetzen kann. 


st 

itt,6,5’ 

ft 

ft 

( 6 , 6.5 

r 


ff ■+• ••• 
r -+- ... 


6 . 6.6 

etc. 


3. 

Wenden wir uns jetzt zum Art. 35 der Abhandlung, und (Uhren in 
die dort fllr («»/). (/?»;), etc. gegebenen Ausdrdcke die spater angewandte 
Bezeichnung eifi, so werden sogleich 
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f 2 ./). = |2.2J.9(2./),. 
P < l).*=;2.3). 9 (2,/) > - 
f>,/).=‘2.4;. 7(2./),- 
/Iä,/),=;2.3j. 9 (2./),- 
elc. 


■ J2.3J. 7 3./),- 

■ }3,3|. 7(3,1),. 


• *3,4!. #,/).- 
'!*.*! 7(4./).- 
}4.5|. 9(4,/), - 
etc. 


-j2,5|. 9 (5,/).- 
.J3,5|. 9 (5./).. 
■ ! 4,5} . 7 ( 5 ,/). - 
■ j 5,5}. 7 ( 5 ,/),- 


dic durch allmühlige Vertauschung der / mit II, III, etc. auf alle Bedin- 
gungsgleiclumgen ausgedehnt werden müssen. 


4. 

Die zur Berechnung der Gewichte erforderlichen {1,31), (11,31), etc. 
tindel man in demselben angezogenen Art. der Abhandlung wie folgt. 
(/.*) = * ! /tU).. 4(1),+ /(2,/).. 4<2),+ p,/),.4(3),+ ...j 

(W.-W) = J»1 /ib//),. 4(1).+ P,//).. 4(2),+ /(3,//),. 4(3),+ . . .{ 

(111,31) = ///).. 4(1).+ ([i.lll),. 4(2), + 1(3,111),. 4(3),+ . . ,j 

etc. etc. 

wo das Summenzeichen sich auf s bezieht. Bei der Anwendung dieses 
Verfahrens wird zwar die Berechnung der ij(r,I),, etc. überflüssig, aber 
dafür tritt die unbestimmte Auflösung der Stationsgleichungen ein. 


Suppl. 9. Die mit «, fi, y, etc. nebst angeliängten 
Strichen bezeielmeten Grössen betreffend. 

1 . 

Von den in der Ueberschrift genannten Grossen kommen in der 
Abhandlung zwei Systeme vor. Das erste dieser, welches sich bei der 
Auflösung der Stalionsgleichungen unmittelbar ergiebt, ist das folgende: 


« . . 

y , K , etc. 

/r, 

y , d" , etc. 


y" , r, etc. 


<T, etc. 


etc. 
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IGO 

und das zweite, welches aus jenem berechnet wird ist 
«' , «" , « , « , etc. 

(t . f , f . etc. 

. f . ‘‘'c. 
rV , etc. 
etc. 

Dieses letztere wird vorzüglich zur Berechnung der ic(t), «'(2), etc. aus 
den reducirtcn Stationsgleichungen, so wie hei der Berechnung der 
?y(r,/),, etc. und der /'(>■,/),, etc. gebraucht. Auch ist gezeigt worden, 
wie die Coefficienten der unbestiniintcn Kfimination von diesem System 
ahtiüngen. Hier werde ich zeigen, dass alle betreuenden Ausdrücke so 
umgeformt werden können, dass sie von dem ersten System der obigen 
Grossen ubhikngcn. 


2 . 

In den Ausgleichungen auf den Stationen habe man die Rechnung 
bis zu den reducirtcn Gleichungen fortgesetzt, nemlich bis zu dem System 
von Gleichungen, in welchem jede Gleichung Eine Unbekannte weniger 
wie die nächst vorhergehende enthalt. Es werden hiebei, wenn das 
erste Verfahren der Abhandlung angewandt wird, alle « nebst jf a 0 
sein , und man bekommt hierauf statt der in der Abhandlung angege- 
benen, von ({", ß" , etc. y" , y“, etc. &' etc. abhängigen Ausdrücke die 
folgenden, 

«’(') ~ ~ X 

«'( 2) = — x ■+■ y «'(4) -t- (T »(5) -+■ f w(6) 

ir(3) = — % ■+■ y“ w(4) -t- «f u’(5) -t- t“ w(G) -t- . . . 

fc(4] = — x -+- if u>(5) -l- e" w(6) -t- . . . 

u-{5) = — X -+■ t «’(ö) 

w(6) = — % + . . . 

etc. ... etc. 

die eben so leicht wie alle übrigen Ausdrücke auf eine beliebige Anzahl 
von Unbekannten ausgedehnt werden können. Bei der Anwendung die- 
ser Ausdrücke muss man bei der letzten derselben anfangen, und darauf 
die vorletzte u. s. vv. berechnen. Diese Ausdrücke sind nichts weiter 
wie die auf die Stationsgleichungen angewandten, und anders aufge- 
slcllten Ausdrücke des Art. 49 oder bez. I 42 (S. 214) der Abhandlung. 
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3. 


Durch Hülfe der zwischen den hier in Betracht stehenden beiden 
Systemen slatllindcndcn Relationen findet man durch die Elimination 
leicht, statt der in der Abhandlung angegebenen Ausdrücke, die fol- 
genden, 

= ¥}J). 

7(2./). = 

»/(3./), = 7(3./). 

?(M). = /,•»/(*./). + /',.*/ (3,/), -+- 7(4,/), 

7( 5 ,/), = ''"»-»/OM). + + <4',.»/(4./), + v(5,f), 

+ *",.7(3,/),+ + /, .7(5,1 ), -»-7(6,1), 

etc. etc. 

bei deren Anwendung von der ersten angefangen wird. Ferner giebt 
eine leichte Elimination 


AU). =0(i,/). 
/(«,/).= 0(2./). 
«*./).= 

A *•/).= 

Aä./).= 

/( 6 ./).= 


+/, 7(4,/), + 3*. AS,/). + -AS./). + ... 
0(3,/), + 7 ". -A*:/). + d”. 7(5,/), -+- -A 6 ,/). +••• 
0(4./), + 3' 1 , 7(5,/), + f“, 76.//1+.-. 

0(5./), + /, ./(G, /),+... 

0 (6,/),+... 


etc. etc. 

die denen für die «’(!), »(2), etc. völlig ähnlich sind, und wie diese in 
umgekehrter Ordnung zur Anwendung kommen. 


4. 

Die bei der Berechnung der Gewichte erforderlichen mit (A/, I),, etc. 
bezeichneten Grössen werden eben sowie 7(1,/),, etc. berechnet. Nenilich 


(AM), 

= fc(1). 





(A/,2). 

= *(*). 





(A/.3), 

= t(3). 





(A/,4). 

= (A/-2). 

■+*/«’ 

• (A/,3), 

+ 

m 

(M.5), 

II 

- * 

< 


(A/,3). 

+ 

d\. (A/,4), + k(5)., 

(a#,6>; 

= (A/,2), 


(AU). 

+ 

(A/,4), + s‘, . (A/,5), + fe(6), 

etc. 





etc. 
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5. 

Endlich bekommt man für die Coefficieuten der unbestimmten Eli- 
mination die folgenden Ausdrucke, die ich mehrerer Deutlichkeit wegen, 
und um sonst erforderliche, complicirte Bezeichnungen zu vermeiden, 
ausdrücklich für sechs Unbekannte hinschreiben werde. Die Ausdehnung 
derselben auf jede beliebige Anzahl von Unbekannten bietet nicht die 
geringste Schwierigkeit dar. 


|M| 

= / |M| 

■+• d“ J5,6j 

-+- 

i {6.6} 

(3,6! 

= i |Mj 

•+■ d" J5,6{ 


*' |M! 

IM! 

= 

f>“ ja, 6! 


t" {6,6; 

IM! 

= 



«*' |6,6J 

|M| 

= 



< 

(6,6,5) 

|M| 

= / |M| 

■+■ d {5,5 j 

+ 

*' |M| 

(Ml 

lO 

II 

d* jä,5| 

-t- 

*" |M| 

|M| 

= 

d" (5,5) 

+ 

f" {5,6} 

}M| 

= 

< 

(MÄi* 

-t- 

* jM} 

i*.*i 

r (*.*! 

+ d" {4,5! 


7|4,6| 

(3.*l 

= )*,*} -»- «r j*.5( 


*" |M| 

!M| 

i 

( 4 , 4 , 3 . 

-h d" (4,5! 

+ 

•' (Mj 

imT 

= r |3,*| 

-4- <f {3,5} 

+ 

«* |3.6| 

|M| 


-4- d' {3,5} 

-+- 

f |M| 

|M| 

-5ÄiT+ rm 

d" (2,5! 


* IM} 

1^1 -ss 


Diese haben wieder mit einigen der vorhergehenden Ausdrücken grosse 
Analogie, und bei der Anwendung derselben muss man wieder in jeder 
Abtheilung bei der letzten Gleichung anfangen. 

Von den vorstehenden Ausdrücken brauche ich keinen Beweis hin- 
zuzufiigen, da sie nicht weiter als das in ausdrückliche Formeln gebrachte 
Verfahren der unbestimmten Elimination sind , welches ich in Schum. 
Aslr. Nachr. B VIII. No. 192 gegeben und bewiesen habe. 
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Suppl. 10. Das Beobachtungsverfahren betreffend, 
welches Gauss in der Hannoverschen Gradmessung 
angewandt hat. 

i. 

Es ist genugsam bekannt, dass Gauss bei der Gradmessung, die 
er in den 20ger Jahren in Hannover ausftthrte, in Bezug auf die Beob- 
achtungen selbst ein eigentümliches Verfahren angewandt hat. Die 
Beschaffenheit dieses Verfahrens hat er jedoch nie vollständig derOeffent- 
lichkeit übergeben, denn Alles, was er darüber veröffentlicht hat, besteht 
in einem dem Art. 22 seiner Abhandlung »Supplementum theoriac com- 
binationis obscrvalionum ermribus minimis obnoxiae, « einverleibten 
Passus, aus welchem sein Beobachtungsverfahren durchaus nicht mit 
Bestimmtheit erkannt werden kann. 

Da Alles, welches von diesem Gelehrten ausgegangen ist, die grösste 
Beachtung verdient, so ist man sehr darauf gespannt , zu erfahren, ob 
nicht in seinen hinterlassenen Papieren sich Auskunft darüber vorfin- 
den sollte. 


2 . 

Ein wissenschaftlicher Freund, welcher sich in der Lage befindet, 
hierüber am Ehesten Auskunft erlheilen zu können, machte mir kürzlich 
eine mündliche Mittheilung darüber, die ich hier, seinen Worten mög- 
lichst getreu folgend, aufnehme: Gauss hat Winkel beobachtet, und 
zwar nach dem Wiederholungsverfahren. Er hat jedes Mal den zu 
messenden Winkel nicht nur selbst, sondern auch dessen Supplement 
zum Umkreise gemessen. Er hat nicht nur die Winkel zwischen je zwei 
einander zunächst liegenden Dreiecksseiten, sondern vielmehr alle Win- 
kel zwischen je zweien der auf der Station zusammen treffenden Drei- 
ecksseilen gemessen. 


3. 

Ich stelle dieser Benachrichtigung zuerst den oben erwähnten Passus 
des »Supplemenlum etc.« gegenüber, welcher seinem ganzen Wortlaute 
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nach der folgende ist. Nachdem Gauss von den ßedingungsgleichungcn. 
die ein Dreiecksnetz darbietet, geredet hat, fährt er fort : »Silenlio tarnen 
»praeterire non possumus monitmn , i/uod theoria nostra, si applicatio pura 
»alque rigorosa in eolis esl, supponil, qnanlitates per v, >■', t>", etc. dcsigna- 
» las rcvera vel immcdiate obserralas esse, vel ex observationibus iht derivatas, 
• nt interse independentes tnaneanl, vel sattem totes eenseri possinl. ln praxi 
»eulgari observanlur anguli trianijulorum ipsi , ipii proin pro v, r , ><", etc. 
»accipi possnnt; seil meinores esse, debemns, si forte sijsleniii insnper con- 
» lineal Iriangnla latin , quorum anguli non sint immediale obscrvali , sed 
» prodeanl lamipiam snmmae rel differentiac angulorum reecra observalonm, 
«illos non inler observatomm nunienim referendos, sed in forma composi- 
» linnis sitae in eulculis rclinendos esse. Aliler vero res se liabebil in modo 
» obserrandi ei simili, quem sequntus est clar. Struve (Astr. Nadir. I! p. 431) 
«ubi direcliones singulortim laternm ab rädern verlice proficiscentium abtinen- 
»tar per comparalionem cum nun eademque directione arbilraria. Tune 
» scilicel lii ipsi anguli pro v, v, v, elr. accipiendi sunt, quo paelo omues 
»anguli triangulorum in forma differcnliarum se o/ferent, aequationesque 
»vonditionales primi gencris, quibusper rei naluram sponte satisfit, lamquam 
»superßuac cessabunt. Modus observal ionis, quem ipse sequntus sum in dimen- 
» sione triangulorum annis praecedenlibus perfecta, differt quidem tum a prio- 
» ri tum a posteriori modo, altamen respeetn effectus posterion aequiparari 
«polest, ila ul in singulis slationibus direcliones Interim indc pro/iciscenlium 
»ab inilio quasi arbilrario numeratas pro quantitatibus e, v, v, etc. acciperc 
»oporleal. Duo jam exempla elaliorabimus , alterum ad modum priorem, 
» alter um ad posteriorem pertinens. « 


4. 

Betrachten wir hierauf die obige im Art 2 enthaltene Miltheilung, 
so begegnet uns zuerst der Ausdruck, dass Gauss nicht nur die Winkel 
selbst, sondern auch ihre Supplemente zum Umkreis gemessen hat. Die- 
sen letzteren Ausdruck meine ich dahin erklären zu dürfen, dass Gauss 
bei seinen Messungen eine gewisse Anzahl der einzelnen Messungen 
der Winkel so angeslelll habe, dass er die Alhidade des Theodoliten 
von der Linken zur Rechten, und eine eben so grosse Anzahl von Ein- 
zelnmessungen so, dass er die Alhidade von der Rechten zur Linken 
bewegt habe. Denn dieses kommt in der Thal der Messung des Sup- 


Digitized by Google 



VON HEB METHOnE DER KLEINSTEN Ql APRITE CtC. 


171 


plemenls der Winkel gleich, und isl nur eine veränderte Ausdrucksweise 
dafür. Dieses Verfahren wurde schon , ehe Gauss seine Gradmessern; 
anfing, von verschiedenen Aslronoinen bei ihren geodätischen Messun- 
gen angewandt, es wird schon lange als ein unerlässliches Erforderniss 
angesehen, und wohl stets angewandt. 

Gehen wir nun aber die Mitlhcilung ihrem gan/.en Inhalte nach 
durch, so scheint es, als liesse sie sich mit dem oben angeführten Passus 
von Gauss nicht in Einklang bringen, da er darin sagt, dass sein Ver- 
fahren von dem von ihm zuerst angeführten, — dem Verfahren der 
Winkelmessungen — verschieden isl , und mau dadurch leicht auf den 
Schluss geführt wird, dass er Überhaupt nicht Winkel gemessen habe. 
Dieses war der erste Eindruck , den die genannte Mitlhcilung auf mich 
machte, aber nach einigem Nachdenken ‘darüber kam ich darauf, dass 
diese Mittheilung mit dem angeführten Passus von Gauss sich in voll- 
ständigen Einklang bringen lässt. Dieser Passus, der sonst einige Dun- 
kelheit darbielct, wird zugleich vollständig aufgeklärt. 

Zwar kommt ein Nebenumstand mit in Betracht der etw'as störend 
aullrill; diesen werde ich weiter unten angeben, und zuerst die Zusunr- 
mcnstiinmung der zwei scheinbar sich widerstreitenden Stellen ent- 
wickeln. 


ä. 

Es liegt an der Hand , dass man jede Winkelmessung als einen 
Gyrus betrachten kann, in welchem zwei Dichtungen beobachtet worden 
sind, und ich habe in der oft angezogenen Abhandlung gezeigt, dass 
man diese Eigenschalt dazu benutzen kann, um die Gattung von Bedin- 
gungsgleichungen , die Gauss die der ersten Gattung, ich aber locale 
genannt habe, aus der Reihe der übrigen, die sich auf das Dreiecksnetz 
selbst beziehen, auszuscheiden, und in den Ausgleichungen auf den ' 
Stationen vollständig zu berücksichtigen. 

6 . 

Seien nun auf einer Station » Gegenstände zu beobachten, und habe 
man alle Winkel zwischen je zweien dieser unabhängig von einander 
beobachtet, dann sind Überhaupt Winkel beobachtet worden, 

zwischen welchen locale Bedingungsgleichungen stall linden. 
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Folgt inan nun der in der Gaussischen Abhandlung ausdrücklich gege- 
benen, und in Bezug auf die darin vorkomrnenden Krayenhof’schen Drei- 
ecke angewandten Regel, so muss man diese Bedingiingsgleichungeu 
denen , welche das Dreiecksnetz giebt , anreihen, und kann darauf das 
Gaussische, in derselben Abhandlung entwickelte Ausgleichungsverfah- 
ren anwenden. 

Zerlegt man hingegen, wie in meiner oft angezogenen Abhand- 
lung erklärt, und im Art. 107 durch ein Beispiel erliiutert ist, diese 
Winkelbeobachtungen in Richlungsbeobachlungen, so erhalt man 
Gyri von je zwei Richtungen , die von einem beliebigen Anfangspunkt 
gezahlt werden können. Man findet leicht dass in diesem System von 
Gyris jede Richtung n — I mal vorkommt. Es muss nun, ehe man die 
verschiedenen Stationen mit einander verbinden kann, die Ausgleichung 
auf der Station vorgenommen werden . und diese werde ich nach dem 
ersten von mir gegebenen Verfahren ausführen. 

7. 

Die Gewichte der Beobachtungen an sich . oder die der nackten 
Beobachtungen sollen einander gleich gesetzt, und demzufolge in Bezug 
auf die Richtungen 

p = p = p = p = etc. = I 

gesetzt werden. Zufolge des Art. 07 meiner Abhandlung werden 
hierauf 

/* = /'•= etc. = 2 
Q = Q = etc. = n — I 



und nach dem Art. 00 

{pp) = [pp') = etc. = 

(pp') — (pp ) = etc. = ' t 

welche letzte Gleichung sich überhaupt auf alle (pp) bezieht, in welchen 
die beiden p verschiedenartige Striche haben. Zu mehrerer Deutlichkeit 
werde ich das Tafelchen der (pp) aufslcllcn, welches in dem in Rede 
stehenden Falle immer die folgende Form haben wird, 
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Wendon wir uns nun zum Inhalt des Art. 7C derselben Abhandlung, und 
bestimmen die dort mit (V, JV, etc. bczcichneten Grössen grade so wie 
dort angegeben ist, dann finden wir 

N = N' = A T " = etc. = etc. = Y 1 
und die Coefficienlen der Endgleichungen auf der Station werden 

(ad) = (66,1) = (cc,i) = etc. = 

neben welchen alle Coefficionten, in deren Bezeichnung zwei verschie- 
dene Buchstaben verkommen = 0 sind. Die Verbesserungen der vor- 
läufig angenommenen Werthe der Richtungen werden daher 

,e(1) 

m(3)=^f 

etc. 

Allo in der Abhandlung mit «, (i, y. etc. nebst augehangten Strichen 
bezeichneten Grössen worden Null, uud das allgemeine dort entwickelte 
Ausglcichungsverfahren verwandelt sich in das specielle Gaussische. 
Der hier entwickelte Fall fügt daher den beiden in den Artt. 77 und 78 
entwickelten ähnlichen Fallen einen dritten hinzu. 

8 . 

Jetzt lässt sich der hier im Art. 3 angeführte Passus von Gauss 
vollständig erklären Gauss sagt, er habe nicht das von ihm zuerst an- 
geführte Verfahren der praxi» vulgaris befolgt, welches, wie man weiss, 
damals darin bestand, dass man die Winkel zwischen je zwei einander 
zunächst liegenden Dreiecksseilen maass, und höchstens hie und da die 
Messung von Summen dieser Winkel, und die Ergänzungen im ganzen 
Umkreis (oder Horizont) hinzufügte. In der That hat er, zufolge des 
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Vorhergehenden, sich nicht damit begnügt, in einzelnen Fallen die eben 
genannten Summen und Ergänzungen zu messen, und er kannte daher 
sagen, dass sein Vorfahren von der praxi» vulgaris verschieden sei. 
Gauss sagt ferner, er habe auch nicht das zweite vorher von ihm ange- 
führte Verfahren , nemlich das von Slruve angegebene Verfahren der 
Itichtungsmessungen. angewandt. Er hat, dem Vorhergehenden zufolge, 
in der Thal nicht Richtungen gemessen. Die dritte Angabe von Gauss, 
dass sein Verfahren retfieclu e/fvvlu » dem Verfahren von Struve gleich 
gestellt werden könne, hat sich durch die Entwickelungen des vor. Art. 
auch bestätigt. Nur muss hier freilich hinzugcftlgl werden, dass in Bezug 
auf diesen Punkt stillschweigend vorausgesetzt ist, dass man bei An- 
wendung des Slrnvo’schen Verfahrens in jedem Gyrus alle Richtungen 
eingesclinilten habe, denn sollte dieses nicht der Fall sein, so wtire die 
Wirkung eine andere. 


9. 

Ich sehe mich zufällig in den Stand gesetzt , den hier gegebenen 
Enlwiekelungen ein l'aclisches Beispiel hinzu fügen zu können. In Schum. 
Aslr. Naehr. Band IX, No. 205 u. 200 habe ich die folgende Aufgabe 
gelöst: »Wenn, man zwischen einer beliebigen Anzahl von Punkten 
»ringsum im Horizonte {oder allgemeiner in einer und derselben Ebene) 
»die Winkel zwischen je zweien derselben gemessen hat, die Boobach- 
»tungen so auszugleichen, dass die Summe der Quadrate der Verhesse- 
»rungen ein Minimum wird.« 

Diese Aufgabe ist in der Thal dieselbe, die ich hier im Art. 7 ge- 
löst habe, nur ist jene Auflösung von dieser durchaus verschieden. Ich 
habe a. a. 0. ein faclisches Beispiel hinzugefugt, welches darin besteht, 
dass ich am 31. Mürz 1327 die Fadenabslände im Meridiankreise der 
hiesigen Sternwarte den Forderungen der oben angeführten Aufgabe 
gemäss gemessen habe. Dass die Veranlassung zur Lösung dieser Auf- 
gabe von Gauss herrührl, habe ich am Schlüsse meines Aufsatzes aus- 
gesprochen , und es gehl aus den Aufklärungen , die der gegenwärtige 
Aufsatz giebl, hervor, dass Gauss mir schon damals im Grunde sein 
Verfahren bei seinen geodätischen Vermessungen milgclheilt hat, nur 
hat er diese Anwendung verschwiegen, und blos die Anwendung auf 
die Bestimmung derFadenabsländein den Meridianinslrumentcn genannt. 
Den Tag, an welchem Gauss mir diese Mittheilung machte, kann ich 
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jetzt nicht mehr erinnern , aber ans dom Umstande, dass die Beobach- 
tungen meines Beispiels im Mürz des Jahres 1827 angcstelll worden 
sind, verbunden mit anderen Erinnerungen aus jener Zeit, die ich noch 
vollständig im Gedilchtniss habe, darf ich schliessen, dass die Milthei- 
lung im häufe des Jahres I 820 erfolgt ist. Ich werde nun dieses Bei- 
spiel nach der hier gegebenen Methode berechnen 


10 . 


■oha 

chlungen sind die 

folgenden: 

'title 

n (2 — 1] Gemessene Winkel 3590 

- 

(3-2) 

3000 

- 

1 

40 

1 

- 1 808 

- 

(5-4) 

1 823 

- 

(6-5) 

- 1723 

- 

(7-0) 

- 1798 

- 

(8-7) 

- 3293 

- 

(9-8) 

- 3395 

- 

(3-1)" 

- 0030 

- 

(4-2) 

- 4883 

- 

(5-3) 

- 3645 

- 

(0-4) 

- 3570 

- 

(7-5) 

- 3528 

- 

(8-0) 

- 5085 

- 

(9-7) 

- 6083 

- 

(*-<) 

- 8438 

- 

1 

to 

1 

- 6713 

- 

(6 — 3) 

- 5390 

- 

(7-4) 

- 5353 

- 

(8-5) 

- G828 

- 

(9-0) 

- 8470 

- 

”(5-0 

- 10280 

- 

(0-2) 

- 8438 

- 

(7-3) 

- 7188 

- 

(8-4) 

- 8650 

- 

(9-5) 

- 10223 
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Füden (6 — 1) Gemessene Winkel 12026 

1 

1 

i 

- 10233 

- (8-3) 

- 10463 

- J9- 4) 

- 1 2056 

- (7 — 1 ) - 

- 13828 

- (8-2) 

1 3523 

- (9-3) 

- 13861 

- (8-1) 

- 17118 

- 0-2) 

- 16948 

- (9-1) 

- 20478 


Diese Beobachtungen habe ich a. a. (). in Einheiten des Umlaufs der 
Mikrometerschraube des angewandten Heliometers ausgedrflckt , hier 
habe ich zur Vermeidung der Nullen . die sonst in den Rechnungen zum 
Vorschein kommen würden, den tausendsten Tlteil dieses Umlaufs zur 
Einheit gewühlt. 


11 . 

Es müssen jetzt zuerst durch Additionen der gemessenen Winkel 
die ihnen entsprechenden Richtungen berechnet werden, deren erste 
willkithrlich ist, und ftlr welche ich daher den W'erth 1000 annehmen 
werde. Hierauf sind vorläufige Werllie der Richtungen nach Gutdünken 
anzunehmen, und die Unterschiede dieser mit den beobachteten Wer- 
then zu berechnen. Die Form, in welcher diese Rechnungen aufzustellen 
sind, ist am Zweckmässigsten die der ersten Slationstäfelchcn der Ab- 
handlung, nur wird im gegenwärtigen Falle dieses Tafelchen auch die 
beobachteten Werllie der Richtungen zugleich enthalten müssen. Dieses 
Tafelchen ist jetzt das folgende, dessen Columnen, die nicht besonders 
überschnellen sind, sowohl die beobachteten Richtungen, wie die Un- 
terschiede dieser von den vorläufig angenommenen Worthon derselben 
enthalten. 
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I 

g 

3 

4 


5 


6 


Yorl. 
Werl he 







1 000 

1000 








0 







1590 

4590 

1590 







0 

0 






7650 


7056 

7656 







0 

0 





9101 



9401 

9101 







0 

0 




1 1 287 




11287 

<1287 







0 

0 



13010 





13010 

13010 







0 

0 


11808 






11808 








0 


18101 








21 190 










1 000 








0 

4590 








0 







7630 


7056 






—26 

9173 

0 

9104 






+9 

11301 

0 

11287 






+ 11 

13031 

0 







+21 



11808 






14815 


0 






+ 7 


<8101 

18101 







0 

0 








21196 








0 








• 

1000 








0 

1590 








o 

7650 








0 






9138 



9401 





-26 

1 1 303 


» 

11287 





+ 16 



0 


noio 




130*6 



13010 

0 

11808 



+ 30 

14817 


0 


0 




+9 
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Vor!. 1 
Worth« 

1 1 1 



Ich habe hier der leichteren Uebcrsicht wegen alle Zahlen hinge- 
schrieben , in der Praxis würde man aber alle Richtungen weglassen 
können, die mit den vorliiufigen NVerthen übereinstimmen müssen. 
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12 . 

Das folgend«» Täfelchen ist das zweite Slationstäfelehen , welches 
auf einfache Weise dadurch aus dem ersten folgt, dass man das arith- 
metische Mittel aus «1er Summe der Fehler, die jeder Gyrus zeigt, von 
«liesen Fehlern allzieht; eine Rechnung welche sich im gegenwärtigen 
Falle im Kopfe machen lässt. 
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Da hier «=9 ist, so wild zufolge des Art. 7 

if(l) = + - x lä.O, r(2) = — 5 X 66,0 , elc. 

oder 

ir(l) = 3. 07 

w{2) = — I 4.67 
«•(.3) = — 16.78 
«•( 4 ) = — 10.55 
ii’(5) = - 1.3.3 

«.(6) = 4- 12.23 
ie(7) sse -+- 12.44 
«.•( 8 ) = + 8.22 
r(9) = -+- 7.78 

lind fugt man diese Werlhe den olien vorläufig angenommenen Werthen 
der Richtungen hinzu , so erhält man die folgenden wahrscheinlirhsten 
YVerthe derselben, 

i/(1) = 1002.67 

j/(2) = 4575.33 * - 

j/(3) = 7639.22 

i/(4) = 9453.45 

j/(5) = 11285.67 

i/{6) = 13022.22 

y(7) = 14820.44 

j/(8) = 18109.22 

y(9} = 21503.78 

In den A. N. No. 206 faml ich, in der hier angenommenen Einheit 
ausgedruckt, die Werlhe der Winkel wie folgt, denen ich die aus den 
vorstehenden Richtungen folgenden hinzufuge. 


2— 1 = 3572.7 3572.66 

3— 2 = 3063.9 .3063.89 

4— 3 = 1814.2 1814.23 

5— 4 = 1832.2 1832.22 

6— 5 = 1736.5 1736.55 

7— 6 = 1798.2 1798.22 

8— 7 = 3288.8 3288.78 

9— 8 = 3394.6 3.394.56 


die. wie man sieht, mit jenen vollständig tibereinstimmeu. 
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13. 


Ich komme jetzt auf den Nebenumstund, dessen ich im Art . 4 er- 
wähnt habe, und der etwas störend aullrill. 

Zufolge der oft angezogenen Ahliaudlung ist . mit Bezug darauf 
dass alle ursprünglichen Gewichte gleich I gesetzt worden sind , die 
Summe der Quadrate der übrig bleibenden Fehler 


IV = (U) — (/.r) w( I ) — [Ix) w{ij — (Ix') w(3) — ... 
wo (U) die Summe der Quadrate der Fehler bezeichnet, die das zweite 
Slationstafelchen angiebt. Für unser Beispiel findet man 

(W) = 6153 
und 


folglich 


(Ix) «-(I) + (ix) »(2) + . . . = 4721 
»V = 1 432 


A. N. No. 206 wurde, in die hier angewandte Einheit übertragen, 

»V = 2868 


gefunden, welcher Werth, bis auf einen kleinen, zu übergehenden Unter- 
schied, das Doppelte von dem hier gefundenen ist. Nun ist aber hier 
das Gewicht einer Richtung = I gesetzt , wahrend dort das Gewicht 
eines Winkels = I gesetzt wurde , und demzufolge muss aus einem 
nahe liegenden Grunde hier der Werth der Grösse IV halb so gross sein 
wie dort. Die beiden vorstehenden Resultate für IV befinden sich also 
nicht minder mit einander in Uebereinstimmung wie die Werthe der 
Richtungen und Winkel 

Nach dem Art. 150 der oft angezogenen Abhandlung steht die 
Berechnung des Divisors I), des Ausdrucks, welcher den schliesslichen 
mittleren Fehler einer Richtung giebt. wie folgt: 


(AI) = 72 

• (,4k) = I 

{Ab) = 0 

- (Ax) = - 9 

— (Au) = — 36 

U = 28 
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denselben Werth habe ich in No. 20(> der A. N. gefunden, obgleich ich 
dort diesen Divisor auf ganz andere Art berechnet habe. Berechnet 
man daher aus den hier erhaltenen Daten den mittleren Fehler einer 
Richtungsmessung, und vergleicht ihn mit dem a. a. 0. erhaltenen 
mittleren Fehler einer Winkelmessung, so wird das Verhältniss des erst- 
genannten Fehlers zum /.weitgenannten wie \ ] ; 1 sein , welches mit 
einem bekannten Salze der Wahrscheinlichkeitsrechnung Uherein- 
stimmt. 


1 1 . 

Die von mir auf zwei, ganz von einander verschiedenen W'egen 
erhaltenen Resultate sind in jeder Beziehung mit einander- identisch, 
und so wird es nicht blos in dem hier ausgefilhrten Beispiele, sondern 
stets der Fall sein. Vergleichen wir aber den letzten Theil dieser Re- 
sultate mit der oll angezogenen Abhandlung von Gauss, so kommen wir 
auf einen Unterschied. 

Die Durchführung des Beobachtungsverfahrens, welches hier als 
das von Gauss angewandte angenommen worden ist, giebt in Bezug 
auf die Ausgleichung auf den Stationen fltr die Summe der Fehlenpia- 
drate einen von der Null verschiedenen Werth, während Gauss in seinci 
Abhandlung dieser Summe gar nicht erwähnt , und sie folglich still- 
schweigend = 0 gesetzt hat. lis knüpft sich hieran noch die folgende 
Folgerung. Wenn man annimml, dass bei einer Triangulation auf jeder 
Station dasselbe, im Vorhergehenden dir das Gaussische Beobachtungs- 
Verfahren gehaltene, Verfahren ausgeftlhrt worden ist, so bekommt der 
Divisor D des Ausdrucks für den schliesslichcn mittleren Fehler einer 
Richtung {oder eines Winkels) , der sich nach der Ausgleichung fies 
Netzes ergiebt. einen von der Anzahl der Rcdingungsgleichiingcn oder, 
von (Ab ) , verschiedenen Werth. 

Gauss hat in dem in seiner Abhandlung aus seiner Gradmessung 
entlehnten Beispiel den. von den Ausgleichungen auf den Stationen her- 
rührenden, hier für das Beispiel berechneten Theil von IV nicht in Be- 
tracht gezogen, und I) = (Ab) gesetzt. Die aus den obigen Betrachtungen 
sich ergebenden Gesammtwerthe von VV und I) sind beide nothwendig 
grösser als die von Gauss angewandten , aber eine Proportionalität in 
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den Vergrösserungen kann auf keinen Kall angenommen werden, da sie 
von zufälligen Umstünden ahhüngen. 


15 . 

Wenden wir hierauf noch einen Blick auf das Verfahren der Rieh- 
tuugsbeohachl ungen. Auf allen Stationen . auf welchen Richtungen be- 
obachtet werden, und zugleich in jedem Gyrus alle Richtungen beob- 
achtet worden sind , wird IV = 0, wenn man zur Bestimmung dieser 
Grösse die Resultate der Gruppen von Gyris an wendet. Die Anwendung 
der Gruppen von Gyris zu diesem Zweck ist. wenn Winkel beobachtet 
worden sind, der Anwendung der Endresultate der Winkelbeobachtun- 
gen völlig analog. Wenn auf allen Stationen Richtungen auf solche Art, 
wie eben verlangt wurde, beobachtet worden sind, dann wird am Ende 
der Ausgleichungsrechnungen I) = (Ab). 

Wenn nur die eigentlichen Dreieckswinkel beobachtet worden sind, 
und man etwa vorhandene locale Bedingungsgleichungen mit den übri- 
gen Bedingungsgleichungen zugleich behandelt, dann linden die beiden 
eben erklärten Gleichungen wieder statt. Es werden neiulich filr die 
Stationen wieder IV = 0 , und für die sehliessliehe Berechnung des 
mittleren Fehlers wird wieder I) = [Ab). In Bezug auf das in derGanssi- 
schen Abhandlung aus den Krayenhofschcn Dreiecken entlehnte Beispiel 
stimmt daher die Berechnung des mittleren Fehlers mit den vorstehen- 
den Auseinandersetzungen überein . aber in Bezug auf das ans eigenen 
Beobachtungen entlehnte Beispiel ist dieses nicht der Fall. 


10 . 


Es bildet sich von selbst in Folge der vorstehenden Betrachtungen 
die Schlussfrage: Warum hat Gauss die im vorvor. Art. erklärten Um- 
stünde, die unzweifelhaft vorhanden sind , nicht berücksichtigt '! Eine 
unmittelbare Antwort auf diese Frage können wir nicht mehr erhalten, 
da Gauss nicht mehr unter den Lebenden weilt. Eine mittelbare Antwort 
von ihm selbst wilrc durch seinen lillcrarischen Nachlass vielleicht zu 
erhalten , doch kann ich jetzt nicht wissen , ob dieses der Fall sein 
wird. Sollte eine Aufklärung von Gauss selb I nicht aufgefunden wer- 
den können, so bleibt uns nur übrig zu vermuthen. dass entweder das 



u 


Digitized by Google 



181 


P. A Ha MSES, MftHOHK «EH KLEINSTEN QcADEATK etC. 


oben erklärte Beobachtung* verfahren doch nicht ganz mit dem Gaussi- 
schen übereinstimmt, oder dass er die in Rede stehenden Umstande 
übersehen hat. Wenn die letztere Vermulhung richtig sein sollte . so 
würe sie in Bezug auf Gauss ein äusserst vereinzelt dastehender 
Fall. Es ist jedenfalls sehr zu bedauern, dass Gauss sein Beobach- 
tungsverfahren nicht veröffentlicht hat. 


Druckfehler. 

S. 69 Z. 5 v. u. statt: wahren dieser; lies: wahren Werth dieser. 

S. 148 - 5 - - - Arien überein; - Arien erhaltenen überein. 


608985 
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